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Preface 


The nucleon is not a simple point Dirac particle. Its extended electromagnetic 
structure, optical properties for the incoming pions and the existence of the un- 
stable excited states have become known to us. In this paper we attempt to 
summarize the study on these properties of nucleons by the present field theory. 
Emphasis is on our physical understanding of them and any detailed mathematical 
points should be refered to the original papers. 

The first three sections are concerned mostly with the pion-nucleon scattering 
phenomena and the excited levels of the nucleon. The next three sections are 
concerned with the electromagnetic structure of the nucleon. Some connections 
between the two phenomena are briefly discussed in the last section. 


§ 1. The Level Scheme of the Nucleon 


Atomic nuclei are known to have many excited levels well separated among each 
other, which are due to many different modes of excitation of the mutual motion 
between nucleons in the nuclei. On the other hand, being the lightest one among 
nuclei, the nucleon does not have such an excitation. However, the resonances were 
observed in the pion-nucleon scattering and the photo-pion production by nucleons, 
which must correspond to some kind of excitation of the nucleon structure. These 
are considered as due to internal excitation of the mesonic structure of the nucleon 
and such would be also present in other nuclei. 
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The experimental values of the total cross-section and elastic cross-section for 
the pion-nucleon scattering [1]—[29] and for the photo-pion production by nu- 
cleons [30]—[40] are shown in Fig. 1—Fig. 3. Existence of the three resonance 
states (N,, N, and N;) is clearly seen. Their spin J, isotopic spin 7’, parity P, 
excitation energy W and level width I’ have been determined from the total cross- 
section and the angular distribution of + — p scatterings, the angular distribution 
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Fig. 1. The total x*+ — p scattering cross-section as a function of the pion kinetic energy 7',. 
Thelowenergy curve (7, < 350 Mey) is taken from the review work of GELL-MANNand WATSON [41]. 
The high energy data (7, > 3850 Mey) are those of Berkeley group [3], [4]. [8], Saclay group [1], [2] and 
Dubna group [9]. 
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Fig. 2. The total x” — p scattering cross-section and the total m~— p elastic scattering cross-section as a func: 
tion of the pion kinetic energy. 
The data of the total cross-section are those taken from the same references with those of the m+ — D 
data. The data of the elastic cross-section are those summarized in ref. [2]. 
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of pions produced in the photo-pion production by protons, the ratio of the elastic 
to total cross-section in the z+ — p collisions and other phenomena. Table I 
contains these values determined by the experiments. 
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g. 3. The total cross-sections for the photo-pion productions by protons [30] — [40]. The solid GIVE is for y ap a 
a —n-+ 7° and the dotted one for y + p—+p +7”. The high energy data are those of Cornell and , Cal. 
Tech. and taken from ref. [56]. 


ssignments of J and P for some of the levels are not well estableneg and are 
ven in parenthesis. The excitation energy W,; is equal to the oe hace 
tal energy of the pion-nucleon system at the resonance minus the mug eon ‘e 
ergy. Since many states with different J and P contribute to the scattering a 
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Table I. Table of the values of spin J, isotopic spin 7’, parity P, excitation energy W, and 
level width I’ for the ground (N) and the excited states (N,, Ny, N3) of the nucleon. 


J Pe ai W, (Mev) I’; (Mev) 
N 1/2 ae 1/2 0 0 
N, 3/2 4) 3/2 300 ~ 140 Mev 
N, 3/2 es) 1/2 573 + 15 ~ 140 Mev 
N; (5/2) (+) 1/2 740 £20 | ~ 100 Mev 


the resonance energy, it is difficult to determine the energy where the cross-section 
in the resonating (J, P, 7’) state becomes maximum. The resonance energies W, 
and W, in Table I are taken from ref. [2] and are the energies where the x-— p 
total scattering cross-section becomes maximum. In order to determine the reso- 
nance energies more accurately it is necessary tomake more accurate measurements 
on the pion angular distributions around the resonance energy and to separate the 
cross-section of the resonating (J, P, 7') state from the rest of the cross section. 
The exceptional case is the first resonance, where the total x+—p cross-sections 
come almost from the resonating (3/2, 3/2) state. Therefore. W, was determined 
rather accurately. 

The level width I is defined as the width of one level resonance formula of WIGNER 
and EIsENBUD. BRUECKNER [42] proposed fitting the first resonance (N,) cross- 
section to the one level resonance formula. The z+—p cross section in the first 
resonance state is given by 


(1,/2)? 
Cs 8 a5h* , 1 
A (WW? + (2) Gy 
where 
‘ (qa)* 
if — 2 ) = | )) )=S —— 
1 Gav, (qa) pe Ga (qa) 1 GaP 


According to Griti-Mann and Watson [4/] the best fit with experiments is 
obtained by, e. g., 


W, = 299 MeV (294 Mev), 
y? = 58 MeV (75 MeV), 


Oi USS ex Es (1, x a. 
lu 


Also the values quoted by Beruz and HorrmMann [43] are given in parenthesis. 1) 
In Eq. (1) W is the excitation energy of the pion and the nucleon, W , the resonance 
energy of N, and q the pion momentum all in the centre of the mass system. The 
71 18 the reduced width and a the interaction radius of the nucleon.®) | 
This type of the one level formula is not quite justified for the pion-nucleon scatte- 
ring. The difficulty has to do with the small size of the interaction radius a, 
which appears to be an order of the pion Compton wave length uo}. Because the 


1) Similar values were used by ANDERSON and Mrrroporis [44]. Also see [46], page 196. 
*) In this paper the units 4 = c = 1 are used throughout. a 
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pions must be treated in a relativistic way and they are not to be localized within 
a radius of an order of uw (Sée ref. [48]). Inspite of this fact the agreement of 
Kq.(1) with the experimental results is exceedingly good. The reduced width 
yi is of an order of the Wigner limit (uwa2)-! ~ 110 Mev (70 Mev), which is consi- 
stent with the validity of the one level formula. The value of J", in Table I is one 
evaluated at W = W,. 

For the second (N,) and third (N,) resonances the resonance parts of cross-section 
have not been separated accurately until present time. Here we shall tentatively 
use the ones given in ref. [6] and try to fit them by one level resonance formula. 
The main difference from the case of N, is that here the width [is a sum of the two 
parts, the elastic width I, and the inelastic pion-production width Ling. The 
energy is enough to produce more than one pion, but such cross-sections are small 
and neglected. The resonance cross-section at the resonance energy determines the 
ratio /’/I and therefore the ratio yz/y2~ of reduced widths. Then the appearent 
width of the experimental cross-section curve is used for determining 3. 

The one level formula for the second resonance (Z’ = 1/2, J = 3/2, P = —1) st 
similar to Eq. (1).1) 


(Lev /2) (L/2) 
(W — We)? + (1/2)?° 


o = 82/2 


where 


2) (2) (2) (2) (Dye Bs (2) 
Ie ee ef Se inel> dbp == 1G%s > hese ae ars 
2) ¢ 2 
Pep =2q4 v2 (qa) yr; 
Pier = 73x * (mal?) { dq/o y'(w), 


1) The elastic width J”, is equal to 27|M|?0,,, where M is the matrix element for the transition 
of the resonant state decaying into the pion and nucleon and 9,, the final state density. We assume 
that M can be expressed as follows: M = G [42(m/2wF) v,(qa)]*/2, where w and q are the 
pion energy and momentum, m and # the nucleon mass and energy, and G a constant inde- 
pendent with W. The appearance of the factor (m/2@,H,)'/2 is equivalent to take [’ as propor- 
tional to the product of the penetration factor v,(qa) times the modified final state density, 
where the Lorentz invariant phase space volume dq/w or dp/E is used instead of dq or dp. 
Here # and p are the energy and momentum of the nucleon and p + q = 0. The width I; 
m 
28 5 a 2a + v2 (qa) and we obtain y>, ~ (G?/a) on . The inelastic 
vidth I~ is calculated in a similar way. Assuming M = (42G’/u) [(m/4ao’E) »,(q’a)]"", 
ve obtain 


a = (2r)-8 2 (m/u2) | (dq/or) (dq /w’) (dp/E)6(q + q + p)6(o +o’ +E —m— W)r, (Ya). 


hus calculated is (G?/a) 


This can be rewritten as J, = (27) (mp2) f (dq lor) yo), with 
/(o)= f (dq’/o’) (dp/B) 6 (p + ¢ + q/) 0(o + o + B— m— W)r, (qa). 


the y’(w) is proportional to the width of the excited nucleon decaying into the p-wave pion 
gy’, w’) and nucleon (p, Z) after it emitted the s-wave pion (q. w). cE 

‘ince no customary definition of the reduced width y3x for the inelastic pion production pro- 
ess exists, we use jaz = (2) *G?/a as its definition. 
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09) = Saga GaP 
y (oy =f LPo Sp Fa+.9) 08 +0 +0" — W—m) (qa). 


A reasonable fit with the Sat is obtained by taking, e. g., 
1 2 
W, = 575 Mev, a =0.88 X —, yz; =37 Mev, yon = 32 Mev. 
lu 


These correspond to take I, = 140 Mev, 'Q?/I, = 0.672 and o =32mb at 
W = W, (= 575 Mev). The inelastic width is proportional to the product of the 
final state’s phase space volume times the penetration factor of the p-wave pion 
emitted hereby assuming that the one of the emitted pions is in s-state and the 
other in p-state.1) In order to avoid an enormously rapid increase of [27 with W, 
the phase space volume in the momentum space is taken as proportional to the 
Baie invariant quantity dq/w, instead of dq. The real energy dependence 
of [32 is known neither experimentally nor theoretically. 

We have also made a similar calculation for the third resonance. In this case both 
pions emitted in the inelastic process are mainly in p-state and J’S2 is calculated 
in taking account the penetraton factors for the two p-wave pions. alte one level 
formula for the third resonant scattering (J = 5/2, P= +1, T = 1/2) is 


(a2) a 
(W — W,)? + (F)2 (3) 


6 =127/2 


= (3) (3) (Ch (2) (3) (3) 
(ER aes =~ T inel, a ee Pinel F 2709 
(S) ac 
UR = 29a, (Ga) ye: 


TS = yn (mal) f (dglo) y'(@)r4 (qa), 


with 
(qa)? 
225 + 45 (qa)? + 6 (qa)* + (qa)® 


A reasonable fit is obtained by taking, e. g., 


V3 (qa) = 


W, = 743 Mev., a = 0.88 x 1/u, yr = 28 Mev, 3, = 25 Mev, 


which corresponds to take I’, = 100 Mev, P'9/I, = 0,795 and o = 36mb at 
W = W, (743 Mev). 

In Fig. 4 we plot the theoretical curves of the total and inelastic resonant cross- 
sections for N, and N, and compare them with the total resonant cross-sections 
of ref. [6].*) 


*) The nucleon is treated as extremely heavy, which allows us this assigment of the orbital 
angular momenta for the pions. 

*) Since the positions of the resonances in [6] are higher than those listed in Table I, the theo- 
retical curves in Fig. 4 are shifted to low energy side from the ones of [6]. 
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Since no experimental curves for the i i i 
, S e inelastic cross-section are available. the 
ae dependence of Pz, cannot be checked at present time. 
t the resonance energy where the phase shift becomes 7/2, the total and the elastic 
cross-sections in the resonant J-state are-related with each other by 


(Otot)r = 2a(2J + 1) 22 (=) (4) 
Otot/ 7 


where the (oot), and (Oe1)z are the total and elastic cross-sections im the (2, f,2) 
state and /, the pion wave length all at the resonance energy. The relation is 


“y 


amb) 


2 SS SS ee) el ers ee ee | 
03 05 07 09 bal 1.3 Bev 
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ig. 4. The solid curves are the theoretical curves of the total and inelastic resonant cross-sections for N, and N; 
obtained by the one levelformulas (2) and (3). The dotted curves are the experimental ones obtained 
in ref. [6]. 


enerally valid and, of course, also does follow from the one level formula such as 
iqs. (1), (2), and (3). The resonance cross-sections at W = W, and 2a(2J + 1)A; 
yr various values of J are given in Table IT. 

he experimental values of the elastic x~— p scattering cross-section are given in 
ig. 2 [10] — [29]. They are identical with ojo; below the pion production threshold 
V = 2u) and practically coincide with ojo, for 7, < 400 Mev. There is little 
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Table LI. Table of the measured total cross-section at W = W, in the resonant (7, J, P) 
state and the calculated values of 27(2J + 1)? for various J values. 


(otot), Qn (2I + 1) A? W; 
N, | ~200 mb 182 mb (J = 3/2) | 300 Mev 
N, | ~ 32mb ate mb (J = 3/2) | 575 Mev 
71.4 mb (J = 5/2) 
N; ~ 36 mb 45.3 mb (J = 5/2) | 743 Mev 
haa mb (J = 7/2) 


information [26]—[28] on the elastic x+— p scattering cross-sections in the high 
energy region where the total cross-section deviates substantially from the 
elastic ones. The experimental values (otot), in Table II give us the lowest possible 
value of J from the inequality 


(ototly < 2m (2F + 1) AF. (5) 


Namely, J > 3/2 for N, and N, and J > 5/2 for Ng. The ratio (o¢1/o¢ot), together 

with (oto¢)7 can in principle determine the value J uniquely from Eq. (4). Unfort-_ 
unately at present the measured ratio is not the one for the resonant state but the 

one averaged over many states participating m the scattering. The exception is 

the first resonance,where (¢¢)/otot); = 1 and we obtained J = 3/2. 

The angular distribution of pions in the pion-nucleon scattering and in the photo- 

pion production also give J = 3/2 and P = +1 for N,. The values J = 3/2 and 

P = —1 for N, are first suggested by WILson [50] and mainly due to the angular 

distribution of x° and the polarization of the recoil protons in the photo-7® pro- 

duction by nucleons [50]—[55], [38]. The angular distribution of pions in the 

m — p scattering also favours this choice [29]. There has been no conclusive experi- 

ments to determine J and P for N,, but the interference effect between N, and Ng 

observed in the scatterings and the photo-pion productions seems to favour the 

choice J = 5/2 and P = +1. 

Thus it seems that the assignment of spin J for the resonant state is the lowest — 
possible one allowed by Kq. (5). If J is larger than that, Eq. (4) predicts a rather 
small ratio (o¢/otot)z; e. g., for N, and J = 5/2. 


(Gei/Otot)z ~~ 32 mb/71.4 mb ~ 0.45 (0.7) 
and for N, and J = 7/2 
(Gei/otot).r 36 mb/60.4 mb ~ 0.6 (0.8). 


On the other hand the ratio must be larger or equal to 1/2 at the resonance point.) 
The values in parentheses are those for Nj, J = 3/2 and N;, J = 5/2, respectively. 
Thus the magnitude of the resonant cross-section alone is a powerful tool for 
determining J, if it can be measured with reasonable accuracy. At moment it is 
obtained by subtracting the non-resonant part of the cross-section from the total 
one and might be subject to large errors. 


1+ », 


1) From Kq. (15) in §3 we obtain (c¢1/ot0t)) = > = 1/2 at the resonance point 6, = 2/2. 
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The parity of the resonant state is determined from the angular distribution of 
pions in the pion-nucleon scattering or the photo-pion production and the polari- 
zation of the recoil protons [38] in y + p—p + =. The parity is not yet certain 
[96] for N, and N;, but the assignments given in Table I are rather favourable. 
So far we have discussed those resonances which are established experimentally. 
There could be higher resonances unknown to us. 
In particular the broad bump of the z+ — p total cross-section around 7’. = 1.3 Bev 
may contain one or a few resonance levels. In fact CaRRUTHERS [57] pointed outa 
possible occurence of resonance with 7’ = 3/2 at about 7’, = 850—950 Mev. The 
reason is the rapid increase of the x+— p total cross section above 800 Mev and 
the small and rapidly decreasing charge exchange x — p cross-section in the 
500—800 Mev region. The similarity between the x-— p cross-section from 0.6 
to 1.0 Bev with the z+— p cross-section between 0.8 to 1.2 Bev was emphasized 
[58], although the latter is effected much by a tail of the broad peak at about 
1.3 Bev. It is our opinion that the experimental results on the charge 
exchange scattering are uncertain and a rapidly increasing but non-resonant 
T = 3/2 and d,/,x*+-+ p scattering would be enough to explain the cross-section 
around 7',. = 0.9 Bev. 
Nevertheless there is certainly a possibility for finding one or more resonant states 
with 7’ = 3/2 in the region 7',, = 0.85 ~ 1.5 Bev, and such would have a rather 
large width. For example, if the 7 = J = 3/2, P = +1 phase shift 6 should come 
down eventually to 0 above the N, resonance, it would pass again 6 = z/2. This 
anti-resonance would give a broad peak [59], [60] and possibly at the energy region 
we are discussing. 
Resonance behaviours of the photo-pion production cross-section have played 
important role in determining the property of the nucleon resonance states and the 
y-ray widths of the levels are themselves important for knowing the charge- 
current distributions in those states. The one level resonance formula was also 
applied to the N, state excitation by photons: for y + p—p + 7° 


_ 8a FP) (Py?) (6) 
TF (WW Wat eae 


Cn 


with 
PP = fi? - 2ay v, (ar). 


Here y is the photon energy in the centre of the mass system, @ the channel radius, 
and /, the reduced width for the y-ray emission of the N, state. The energy depen- 
dence of I’, is that of the M, transition and the N, excitation by £2 transition was 
neglected [46].1) 

A reasonable fit with the experiments was obtained by 


= 7 Mev. a=0.88 
dee 0.07 Mev . 


/ 


For y + p —n + z* the resonant cross-section is one half of Eq. (6) as is required 
from AT = 1, 


1) In this paper we assume the ordinary energy dependence I’; x v?'*1 for the magnetic U-pole 
radiation and I’, x v2 for the electric J-pole radiation. 
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Similar one level formula for y + p > p + 7° can be also applied for the second 


1\- 
resonance?) ; ses (P/2) (Fr /2) 
Py (WW aye 


with 
Pe ay i.e 


The separation of the resonant part of the photo-x° production cross-section has 
not yet been done in an unambigous way. If we assume the resonant cross- 
section is 60 pb for oy_,+ at W = Wg, then we obtain 


fy = 0.07 Mev, 


Although the same radius a@ is used for 'Y with that for Jy’, there is no a priori 
reason for it. Also f, could be energy dependent. The photo-z® production ampli- 
tude?) in the one level resonance formula (7) can be expressed as 


(8) 


(2) 


Vi nexp 215 —13(0-q) (q° 8) — (6-8) 
ra V20q 24? 

The FY and Py? are given by Eq. (7) and Eq. (2), respectively. The 6 is the phase 
shift and 7 the magnitude of the elastic channel amplitude in the corresponding 
pion-nucleon scattering. This form of the amplitude is obtained by assuming that 
the amplitude is proportional to the wave function of the final z-nucleon state at 
the surface of the nucloen. Thus the energy dependence of the ~— x production 
cross-section depends not only on the phase shift 6 but also on 7. The value of 7 
would be very energy dependent around W = W, and important for determing 
the shape of the resonant cross-section. The energy dependence of 7, which can be 
derived from (ojnei)z, 18 not Known in good accuracy. 

No very pronounced peak of the photo-pion production was found at W = Ws. 
This would be presumably due to small #2 and M3 moments of the nucleon for 
the transition y + N — Ny, [42]. Some theoretical models of the N, resonance 
predict the small moments, assuming N, to be a f5/2 state [67]. Therefore, we do 
not attempt here to discuss the one level resonance formula for the photo-excita- 
tion of Ng. 

Finally we shall mention the maximum observed in the A—K® production by 
nm — p scatterings [64]. The maximum energy seems to be identical with W, as is 


1) Such an application was first made by Witson [50]. 


*) BERNARDINI [56] has employed the following photo-x° production amplitude for the second 
resonance based on Watson’s remark on final state interaction; 


— tefC? exp 16 sin 0[3(0- q) (q- &) — J (O- €)]q, 


where C is taken as constant and equal to about 11. When 7 =1 and (va), (qa) <1, this 
becomes identical with Eq. (8). In that case 


See ite 
2ef (au)? va | yz 


Eq. (8) would have more general validity than the above equation. 


C2. 


(7) 
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shown in Fig. 5. Since the A — K® system h == IV ; i 

Dee danuiy ea ite ‘eet - as T’ = 1/2, natural explanation would 
If J = 5/2 and P = +1 for Ng, the relative angular momentum between K and 
A is large 1 = 3 when the A — Ke parity is odd and J = 2 for the even parity. The 
value of W, is slightly larger than the threshold energy of A — K® production 
(W = 675 Mev) and the observed production cross-section is of an order of a 
percent of o¢o¢. One might think that the centrifugal barrier effect upon the relative 


J (mb) 


G8 09 10 w 
10 11 We 13 1,4 Bev T (ab) 


Fig. 5. The A—K° production cross-section [64] by m™ —p collisions as a function of the pion kinetic energy ae 
The_threshold energies of the AK® and © K production and the resonance energy of Ng are indicated. 


motion of the produced A and K® would damp the A — K® production considerably. 
Actually the value of the relative K° — A momentum q; is not very small (q, ~ 1.7) 
already at W = W, and the barrier effect depends much on choice of the nucleon 
radius a. Theexperimentally observed ratio of the cross-sections, o;p—, K°/Otot ~ 107 
is not unresonable for proper choice of a. 

If we use one level formula, the ratio of o,x: to the elastic cross-section is (for the 


odd parity of A — K®) 


oaxe Tak _ Vk | MK U3 (9K) (9) 


Cel la Nee Ix 3 (Ux a)’ 


where y? is the reduced width and v, (aq) the penetration factor. The experimental 
value of the ratio is about 1/40 at W = Ws, if o, is estimated from (otot)y ~ 386mb. 
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For three different choices of a we shall give the ratio yix/yz: 


The ratio depends very sensitively on the choice of a. Furthermore no a priori 
reagon exists for choosing the same a for the two reactions. In spite of this uncer- 
tainty, a large yx/yz would suggest that the A — K® interaction may be important: 
for understanding the cause of the N, resonance. 


§ 2. Theory of the Excited Levels of the Nucleon 


There has been no general description of the excited levels of the nucleon or the 
resonant pion-nucledn scatterings and photo-pion productions. Also very little 
progress has been made in understanding the observed excited states within the 
framework of the relativistic field theory. Most of the discussions on them have 
been done based on the static pion theory, to which we shall mostly restrict 
ourselves. 

Before going to discuss the static theory of the resonance states, we make two brief 
comments on the relativistic aspects of the pion-nucleon resonances. 

The first one is on an attempt by Sacks [48] to generalize Wigner-Eisenbud general 
formalism [66] of the nuclear resonance reactions and apply for the pion-nucleon 
scatterings. The differences from the nuclear resonance theory are as follows; 
since pions must be treated relativistically in the region of their interaction with the 
nucleon and cannot be localized within a distance smaller than the pion Compton 
wave length, we cannot separate two regions, the outer and inner region of the 
nucleon, by a sharp boundary. This difficulty is very essential, because the size 
of the nucleon is also of an order of the pion Compton wave length. 

Instead of definmg a sharp boundary, Sachs proposed to divide a pion wave 
function into a set of bound state wave functions m(b = 1, 2, ...) and of unbound 
state ones. Both together make a complete orthonormal set of wave functions. 
Each g» should be a rapidly decreasing function at a distance beyond the nucleon 
radius and the wave function of the ground state of the nucleon should be described 
only by the set of mp. An eigenstate 7, of the system composed of the nucleon and 
yp field corresponds to a resonance state, although the resonance energy is shifted 
from the eigen energy of y, by the coupling of mbound fields with the nucleon 
and @». The pion-nucleon scattering cross-section does not depend on the way of 
dividing the pion field into the two parts, just as Wigner-Hisenbud level formula is 
independent from choice of the radius of the surface. However, when one computes 
the resonance energy, width, and others in certain approximation, results would 
depend much on choice of gy. The pion-nucleon scatterings in the strong coupling 
theory and the Tomonaga’s intermediate coupling theory are just the examples of 
this kind of approach, both predicting the presence of the N, resonance 1) (675 


*) Some doubts were expressed for the validity of the intermediate coupling treatment [69]. 
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[65]. A resonance formula obtained is similar to the Wigner-Hisenbud formula, 
but it is not easy to find an approximation containing relativistic characteristics 
in it and say more than what we can do from the static theory. 

The second remark on the relativistic character of the nucleon resonances concerns 
with the dispersion relation. In the ordinary theory of the nuclear reactions levels 
with different angular momentum and parity are more or less independent. On 
the other hand in the case of nucleon’s resonances the causality principle requires 
certain correlations among levels with different J and P. We shall discuss these 
correlations by an illustrative way rather than by 
writing down the dispersion relation. 

The pion-nucleon scattering is illustrated [70] in 
Fig. 6 as the pion wave packet colliding with the 
nucleon of a radius R.1) The wave packet has a finite 
extension both in the direction of its propagation 
(z-direction) and the directions perpendicular to it. 
Suppose that there occurs an absorption of a par- 
ticular partial wave (with orbital angular momen- 
tum [,)?) when the front of the incoming wave 
packet yin passes over a point A (ora small region A) 


3. Seattering of a pion wave 


in the nucleon. Then unless some other changes 
accompany, the pion wave function changes sud- 
denly into pin — ay,, after the absorption. The in- 
coming pion packet yin is a superposition of partial 
waves with different [(yin =>) f.y,) for being of 
finite extension in all directions. The change 
Bi, > fi, —* would be only a_ phase change 
(61, — x = fi, exp 216),) if the absorption is due to the 
elastic scattering or a real absorption of the /,-partial 


packet by a nucleon with a 
range R. If an absorption of 
the incident wave packet oc- 
curs at a point (or a small 
region) A for the J, partial 
wave, Win changes into 
Win —O Yo. Unless other par- 
tial waves receive adequate 
phase changes at the same 
time, the wave propagates 
a distance 2a (<2R) in an 
infinitesimally small time. 


wave (|f;, — «| < |fj,|) if it is due to the inelastic 
scattering. In either cases the probability for finding a pion at a point a is 


| pin (a) |? — 2Re (pin (a) ayy, (a)) + | |? | yu, (®) |? *) 


Since the y},(@) is non-zero in all directions from the centre of the nucleon except 
possibly a few directions, we find that the pion propagated at least by a distance 
2a in an infinitesimally small time interval right after the absorption. The point A 
is an arbitrary point in the nucleon and thus a can be any value between O and R. 
This propagation certainly contradicts with the causality principle except only 
when R = 0. Therefore, some other changes of the wave packet should occur at the 
same time to eliminate ayy,(a#) everywhere except the region which yj) (a) 
originary occupied. This requires all the partial waves to change and they will, in 
fact, receive a phase change in such a way to satisfy the requirement.*) 

By using the dispersion relations with a finite momentum transfer the effects of 
the N,-resonance (J = 1) on the s-wave [72] and d-wave [73] phase shifts were 


1) The radius RF is the range of the pion-nucleon interaction, beyond which the pion does not 
effectively interact with the nucleon. 

2) Even if we consider the spin of the nucleon, the following argument will not change. 

3) If the absorption is that of the l= 1,7 = 3/2 resonant partial wave, |y,,(x%)/?« 1+ 3 
ae kind of illustrative discussion of the dispersion relation was made by Tout [77] for the 
forward scattering dispersion relation, 
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computed. The 7’ = 1/2, ds, phase shift thus calculated is small and no intimate 
correlation between N, and N, resonances have been seen. Nevertheless such a 
correlation has not been thoroughly studied and would be very important for under- 
standing the nucleon’s level structure. The range R of the main pion-nucleon force 
is R <1/2m for 1 =1 and this is smaller than the pion wave length at the first 
resonance. On the other hand if the pion-pion interaction is important for the 
N, and N, resonances, the range R would be R < 1/2 indicating R > A, and Ag. 
Therefore, the nucleon looks nearly like a point for incoming pions at N, and 


deviates significantly from a point for pions at the higher resonances. Thus the | 


intercorrelations between the N, and N, resonances through the causality require- 
ments will be more intimate and would be very interesting to look into. 


Static theory of the excited states of the nucleon 


Hereafter we shall limit our discussions to the static theory of the pion-nucleon 
system, where nucleons are treated as very heavy. 


A) The first excited state (N,) 


The study of the first resonance N, in the framework of the static pion theory has 
been extensively worked out, in particular, by Coew, Low and their collaborators 
[74] and they are summarized nicely by CHEw [75] and Wick [76]. Here we shall 
discuss mainly on our understanding of physical reasons for the occurence of N, 
resonance. 

The perturbation calculation for the p-wave pion-nucleon scattering (Fig. 7) give 
the phase shifts 6; of the three p-wave scatterings 


39,2 (72 

\V oa NV 7G te 6; (w) = 2 By Ai (10) 
(60) 
where 

a\ on [—4 
N air- ae aey b) % The undersuffices of 6 and 4(1,2 and 
Fig. 7. The lowest order Feynman graphs of the pion- 3) correspond to the di ae 1/2, J = 1/2, 
nucleon scattering. OD ies 1/2, J= 3/2 (or fe 3/2, J= 1/2), 


and T = J = 3/2 states. 
The interaction Hamiltonian used is the ordinary one 


H => (@gVq + Gy Va), (11) 
Qu 
Vq = ify |/— % (6-9) ule), 
q 


where w(q*) is the source function of the nucleon, f, the unrenormalized coupling 
constant and t, the pion t spin with the momentum gq. The notations are those of 
rer | 77}: 

Kq. (10) shows that the pion-nucleon potential is attractive for the T — J =3 /2 
state and the depth of it rapidly increases with the pion energy if u(q?) stays 
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nearly 1 up to a large value of g®. Therefore, the resonance should occur when the 
depth becomes large enough. The magnitude of the renormalized coupling 
constant /? is determined from the pion-nucleon scattering experiments, the photo- 
pion production, and the nucleon-nucleon scattering. On the other hand the source 
function u(g?) is characteristic of the static theory and we can discuss it only 
within the framework of the static theory. The occurence and location of the first 
resonance depend very much on w(q?). 

The one level resonance formula is obtained by employing the effective range appro- 
ximation, which is equivalent to assume that the shape of the wave function of the 
resonance state is independent of the excitation energy. The formula obtained by 
CHEw and Low is 


12 
tg Os (o) 1p as w/o, ( ) 
where the resonance energy «, is approximately given by 
ae oe 
ator aT 

8 u2(¢2 
ra = [ © we. (13) 

I [2 w 


The width I’ at the resonance energy becomes 


8P gi 
SS = 80) Mev, 
/ 3 Ts 
where u(qj) = 1 were assumed. The resonance energy depends very much on 
u(q*) and approximations used. By a straight cutoff of w(u(q?) = 1 for g <q. and 
0 for g > qc) and taking gq, ~ 6u, we obtain 


ye e555 Mow 
The condition for occurence of the resonance is not a trivial matter and can be 
discussed only if we deviate from the effective range approximation. We shall 
discuss the condition in a simple case of the no-crossing approximation. The phase 
shift [77], [69] in this approximation is 


7 
As a5 u*(q’) 
{1 — poe: A(o) 


Tt 

and a 
13 942 (q'2 : 
Ao)=P { Se ao, 


vo’ (w’ — w) 
“u 


where P means to take the principal value of the integral. 
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The resonance (6 = 2/2) occurs when the denominator vanishes for a certain. value 
of w. If A («) isapproximately independent of w (the effective range approximation) 
and positive, (A,w/) A() increases indefinitely and a resonance occurs. This is 
the case for w(qg?) decreasing very slowly for large g. On the other hand when 
u(q2) decreases rapidly beyond a certain small value of q, (A,@/2) A(w@) may not 
reach 1 for any w and no resonance can be expected. 

In the no-crossing approximation q’?u?(q?)/w’®(@—o’)® is proportional to the 
probability and therefore the time ¢(’) for finding a pion with a momentum q 
and energy w’ during the scattering. Then the integrand of A (w) is proportional to 
the phase change ¢(w’) x (w’ — w), which the system receives during the time it 
spends in the state of pion with g’ and w’. This is positive for w’ > @ and negative 
for w’ < w. The condition | = (A,w,/) A (@,) is that the sum of such phase changes 
should be large and positive, requiring that the system spends enough long time 
in those states for which w' > o. 
The condition for occurence of the resonance is similar when a more refined approxi- 
mation than the no-crossing approximation is employed. Essential point is that the 
pion-nucleon interaction remains strong up to high relative momentum between 
the pion and nucleon and gives us a large t(w’) x (w’ — @). Relativistic treatment 
of the pion-nucleon scattering in Tamm-DancorF approximation by BETHE et al. 
[78] and Datrrz et al. [79], where no cut off function u(q?) appears, shows that 
this is in fact true and the wave function of the resonant state has a long tail for 
large pion momentum q’. Also other strong interactions such as the hyperon-kaon- 
nucleon coupling would play the similar roll with the pion-nucleon interaction 
of high relative momentum and may not be neglected as a cause of resonance. 
Since in the static theory all these effects are substituted by the cut off function 
u(q?), and it has been so far determined phenomenologically by comparison with 
the experiments. Whether the resonance does really follow from the present field 
theory can be answered only when we go beyond the static approximation. 


B) The second and third excited states of the nucleon 


After the pioneer work by Coor et al. [7] on the high energy pion-nucleon scatte- 
rings, several models were proposed to explain the large peak observed in the 
total z~ —p cross-section. Since the N, and N, resonances were not separated, the 
cross-section at the peak was very large. This together with the ratio requires a 
large J (= 5/2) of the resonant state if the peak was due to a single resonance level.) 
Under such circumstances the models proposed then should be revised now. 

The first model we discuss is the strong pion-pion interaction model. The resonant 
scattering of the incoming pion and the bound pion in the nucleon is considered as 
a cause of the large x-—p peak. Dyson [80] considered the 7’ = 1 = 0 resonant 
pion-pion scattering and TaKEpaA [87] the 7’ =1 = 1 resonant scattering. Impor- 
tance of the strong pion-pion scattering was originaly suggested by Prccront and 
has been constantly emphasized by him. Merits of this model is a large pion wave 
length in the centre of the mass of the two pions. Then a maximum allowable 
cross-section in a pure (7', 1) state of the two pions becomes large enough to explain 
the observed x-— p peak even for small 1.?) 

*) The ratio Gei/o¢o¢ = 0.78 was used for obtaining J > 5/2. See page 1095, ref [7]. 

*) The maximum pion-pion scattering cross-section in a pure (7, 1) state is equal to 82 /? x 


(21+ 1), where 4 is the pion wave length in the centre of mass of two pions. There was a mistake 
of factor 2 in refs. [80] and [87]. 
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3RUECKNER [82] pointed out that the energy of x-—p peak is nearly equal to 
:W,, although this coincidence became more or less obscure after the peak was 
eparated into the two resonances. Furthermore the location of the ™—p peak 
eyond the z~—p peak is about 3W,. He considered the main processes at the 
espective peaks as N + 7, N + 2n, and N + 37, respectively. Each of pions in 
hese final states resonates with the nucleon at the relative energy W,, thus 
xplaining the coincidence. 
‘ELD [46] [53] considered the x-—p peak as due to the inelastic peak (x- + p 
+2x-+-N), where one of the pions is resonating with the excited nucleon N,. The 
atter decays subsequently into a pion and a nucleon. More than one state with 
lifferent J would show a maximum. This idea is related with BruECKNER’s. If the 
gular momentum and parity of N, and N, are those given in Table I, then Feld’s 
riginal idea should be mo- 
ified as to givea r+N, +4 
esonance in 1 =0, J =3/2 7 
tateat W—W, andax+N, 
esonancein /=1, J =5/2 3 
tate at W = Ws. 
\fter the clear separation be- 
ween N, and N, was made, 2 
nore elaborate proposals 
Jong similar lines have been 
nade by various authors. 7 
3efore to discuss these in 
ome detail, we shall divide 
yossible cause of the reso- 9g Ce eer Ray 
ances into two different OQ G2 04 06 08 10 12 14 16 18 201, (Lab) 
lasses. The one is due to the Tig. 8. The maximum value / of the pion angular momentum participat- 
harp maximum of the pion ing in pion-nucleon scattering, The classical formula R = 1A is 
roduction cross-section used, where the range R of the pion-nucleon interaction is taken 
as equal to (2)? or (2M). 
rt+N—>27+N)atW=W, 
rt Win therespective(7’,J,P) 
tate. The maximum of the inelastic scattering does not necessary require a 2/2 
hase shift at the maximum and ordinarily be accompanied with a small phase 
hift. Only when the inelastic peak is sharp enough, the dispersion relation 
equires 6 = 2/2. The second is to ascribe the peak as the phase shift passing 
hrough 2/2. In this case o- > Gine) at the resonance energy and the equal sign 
s valid only when we have complete absorption. The two cases, of course, cannot 
e clearly distinct. A sharp peak of ojne, could be a cause of 6 = 7/2. Conversely a 
hase shift passing through 2/2 could produce a peak for ojne. Nevertheless the 
istinction becomes clearer for a broader peak. 
Tarious authors [52], [58], [62], [63] agree on important rolls of both the p-wave 
ion-nucleon interaction and the pion-pion interaction upon the second and third 
esonances. The range of the two interactions are about 1/2m and 1/2 ju, respectively. 
n Fig. 8 the maximum pion angular momentum being able to participate in the 
ion-nucleon scattering is illustrated for the two different ranges of the pion- 
ucleon interaction. Since high partial waves (J = 2 and 3) participate in the N, 
nd N, resonances, Fig. 8 indicates that the pion-pion interaction must play a 
gl. On the other hand if the pion-pion interaction is much stronger than the 
ion-nucleon interaction and the impulse approximation can be used to collisions 
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between the incoming pion and the pion cloud of the nucleon, the width of N, 
or N, would be much larger than that observed due to the momentum spread of 
the pions in the cloud [7], [75], [76]. The width due to this Doppler effect would be 
of an order of 2 pq/u (=~ 2 Bev), where q is the magnitude of the momentum spread 
and p is the incoming pion momentum at the resonance energy. This indicates 
that the pion-nucleon interaction cannot be neglected against the pion-pion 
interactions and the impulse approximation is not valid. 

Relative importance of the two interactions depends on details of each model. 
Prrerts [52], Ross et al [65], and Berne et al [58] considered the resonances as 
principally due to the peak of the one pion production cross-section. The strong 
final state interaction of the N + 27 state through the ordinary pion-nucleon inter- 
action enhances the inelastic scattering and this enhancement becomes maximum 
at the respective resonance energy. For the third resonance both pions are in 
p-state!) and the enhance factor would become maximum if they were both reso- 
nating with the nucleon in the N, state. Therefore we expect that W, ~ 2 W,. For 
the second resonance one of the pions is in s-state and the other in p-state. In this 
case although only the p-wave pion resonates with the nucleon, the enhancement 
factor can have maximum around W = Ws3.?) 

In these models pion-pion interaction plays a roll of transforming the high energy 
incoming pion (J = 2 or 3) into two low energy pions with low / (0 or 1). The cross- 
section would be also enhanced by possible resonances of the pion-pion scattering, 
but this is not a principal cause of the N, and N, resonances. 
As for the isotopic spin dependence of the resonances, BETHE et al assumed that. 
the 7’ = 0 pion-pion interaction is a main cause of the N, excitation and the 7’ = 1 
pion-pion interaction for the N, excitation. The former assumption gives us the 
required assignment 7’ = 1/2 for N,. For the latter the total system can have both 
T =1/2 and T = 3/2. The final state 2x — N interaction would enhance the 
T = 1/2 transition over the 7’ = 3/2 transition. Ross et al [63] and independently ° 
one of the authors [84] calculated the amplitude A for the two p-wave pions being | 
both in J =T =3/2 state with the nucleon. This amplitude depends on the values | 
of J and T of the total 27 — N system. The results are shown in Table IIT. 


Table III. The amplitude 4; 7 of the two p-wave pions both resonating with the nucleon in | 
the N, state for a given J and T of the two pions and nucleon system. . 


We ie Ayr 

1/2 1/2 1/9 

1/2 3/2 2/9 
3/2 1/2 — 2/9 | 
5/2 1/2 1/3 : 
3/2 3/2) a9 : 
5/2 3/2 28 


| 
= the resonance is in fact due to the maximum of ojne) and particularly due to) 
e inelastic processes of the both p-wave pions forming N, with the nucleon, we} 


*) The nucleon is treated as very heavy. This is not a very poor approximation at the oncraal 
W around the resonances. 
*) PEIERLS [52] estimated W, ~ 570 Mev (7, = 600 Mev) and W, ~ 690 Mev (7 4h 
= 800 Mev). Ross et al [63] estimated W, ~ 800 Mev (1 = 1 Bev). “ | 
/ 
| 
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should expect a peak!) for a state with a large Ay 7 and furthermore the 
magnitude of the inelastic peak would be very small: A part of the peak would 
come from the peak of o¢, which is accompanied with the cine: peak. Even if we 
add this part, it is far less than the experimental value (~ 36m b). Therefore the 
enhancement factor must become maximum at W ~ W, also for those states 
where only one of the p-wave pions is forming N, with the nucleon. As for N,, one 
of the pions is in s-state and the enhancement is presumably due to the p-wave pion 
resonance with the nucleon. Most difficult part of these attempts is to explain 
the small width of the N, or N, resonance. This is open to questions. 

Present authors et al [67], [62] proposed a model of the N, and N, resonances based 
on a different point of view. Here the strong p-wave pion-pion interaction plays 
an important roll more than initiating the high energy pion-nucleon interaction. 
The model is essentially an extension of Dyson-Takeda model [80], [8/], although 
the impulse approximation is avoided and the p-wave pion-nucleon interaction is 
treated as important as the pion-pion interaction. 

The experimental results show that nucleon is not completly opaque for the in- 
coming pion. For the second resonance of%/82/2 ~ 32mb/47.6mb ~ 0.7 which 
leads to oje/otst ~ 0.3 (See Table IL). Although the experimental values of o% 
and o;;¢, would be subject to large errors, this ratio (~ 0.3) indicates that the ela- 
stic scattering is principally of nondiffraction type. For the third resonance, 
Grot/ 12043 ~ 36mb/45.3mb ~ 0.8 and we obtain also a small ratio of%,/o% ~ 0.2. 
The 6 =2/2 is required for having the maximum since the elastic scattering is 
rather large compard with the inelastic one. Because of the transparency of the 
nucleon transitions between the elastic (x — N) and inelastic (2x —N) states are 
occuring during the collision and frequent reoccurrence of the elastic state would 
cause 6 = 7/2. 

The resonant pion-pion scattering in 7’ = / = 1 state is assumed and the resonant 
state is phenomenologically treated as a vector and iso-vector particle p+:°. Then 
the pion-pion interaction is replaced by a exz interaction. The coupling constant 
is determined by the assumed width of the pion-pion resonance and the mass of e 
is taken as equal to the resonance energy. The pz and NNz interractions partici- 
pate in the scattering and transitions among xN, 2xN, and oN states frequently 
occur during the collision.) The scattering amplitude for z+ N—+>x+N 
calculated in Born approximation is 4 times larger in 7’ = 1/2 state than in T = 3/2 
state. Furthermore, partial wave expansion shows that the 7’ = 1/2, dsj. and 
T — 1/2, fs). scattering phase shifts are most predominant and attractive among 
partial wave phase shifts for / = 2. x 

The scattering amplitude is very energy dependent and the real part of it is ex- 
pected to be largest around W < m, for the d3/z state and WE Me for the faye 
state. The 7’ = 1/2, d3j2 amplitude calculated in perturbation approximation [62] 
supports this: 


Wlu 3 + 5 6 


t(W)/p 0.06 0.25 0.10 —0.18 
ae +0.557 -+0.502 
) Ross et. al [63] predicted a peak for the T= 3/2, J = 3/2, and) ie 1/2, J == [iy 
‘tates. The former would correspond to the large peak of the x*— p scattering cross 
ection around 7’, ~ 1.3 Bev. It is not clear for us why a peak is not expected for the 
[= 3/2 and J = 5/2 state, where |A,,7| is large. ; 
) Tamm-Dancoff approximation was used in actual calculation, where states other than the 
-N, 2xN, and py states are neglected [62]. 
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The Feynman graph corresponding to the perturbation approximation is shown in 
Fig. 9a and the imaginary part of {(W) is due to the free ¢ production. : 
Calculation beyond the Born approximation is expected to bring a much sharper 
maximum than the result of perturbation calculation indicates. Such will be per- 
formed by Tamm-Dancoff method. For examples, by limiting the states to xN, 


oN, and 2xN states the scattering proceeds as follows (Fig. 9b): 
} 


N Ny 
I Ze 9 Ary 7 se 
aN > BN Ne 


Frequent reoccurence of the xN state (incident channel) is necessary for obtaiming | 
6 = 2/21) The Doppler effect would be reduced for the p-wave pions being bound | 
strongly to the nucleon during the collision and its effective mass being m rather | 
than the free pion mass yp. 
The width due to the Doppler 
effect would become of an 
> 2mtN order of 2pq/m instead of 
Yo axN = 2 palu. 

-—» elastic All the models of the higher 
resonances proposed so far 
are of preliminary nature. . 
The essential difficulty arises 


TG; 


ILL. 


Ps from presence of the large 
TU 27U : : 2 
inelastic cross-section. In the 
--» 27tN case of the first resonance. 
only the elastic scattering’ 
NV qa) HE: NV IU occurs. Then- if the m—N! 


Fig. 9. a) The lowest order Feynman graph of the pion-nucleon seat- potential 18 attractive and [ 
tering in the model of ref. [67]. becomes stronger with ener-. 


P) ae wee of Feynman graph in the Tamm-Dancoff ap- gy, itis rather natural to have 
ra a resonance at a certain ener- - 
gy. On the other hand if the: 
inelastic channels compete with the elastic and their magnitudes increase with. 
energy, the pion in the elastic channel would not have time to enjoy a large attrac-| 
tive force from the nucleon. Thus an occurence of 2/2 phase shift would criti- 
cally depend on the absorption. 
Another difficulty is the observed small widths of N, and N. The expected widths , 
would be at least of an order of ("PMEH-1. If the resonances are primarily due to, 
the final state interactions of the 2xN states?), "is the width (~ 140 Mey) of the: 
first resonance (N,), P the probability (~ 100%) for finding a N, during the colli- | 
sion, M the mass of N,, and # the average energy of the N, found during the 
collision. On the other hand, if the second model [61] is taken, I’ is the assumed | 


1) In this model the effects of the final state interaction due to the N, formation in the inelastic: 
channel is not necessarily excluded. They will appear if we take more configurations besidal| 
mN, 27N, and eN into account and be presumably important for making the Bankes sharper. 
*) Since one of the two pions does not resonate with the nucleon for the second resonance om 


similar situation is expected for the third resonance because of the small A5/2, 1/2(=1/3), the} 
resonances are expected to become broader. ae ‘, 


| 
k 
| 
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width (~ 170 Mev) of the pion-pion resonance, P the probability for finding a 9 
particle in the resonating state, M the mass of e(- 600 Mev), and # the average 
energy of the p particle found during the collision.) Since the above values are 
the lower limits and are already near to the observed widths, it would not be an 
easy matter to obtain the observed small widths. 

An occurence of any of the excited states including N, depends much on the strength 
of the interactions concerned. We have seen that the pion-nucleon interaction must 
remain strong up to a high relative momentum q between the pion and nucleon 
in order to have the N, resonance. Other interactions beside the pion-nucleon and 
pion-pion interactions, such as the hyperon-kaon-nucleon interactions?), might 
also playanimportant roll. Baz [86]assumed that the strong attractive hyperon-kaon 
interaction is the principal cause of the N, and N, resonances. If one gets a large 
value for the ratio of the reduced widths, yx/y% of Ng (§ 1), it would favour his 
assumption. But one would ordinarily expect to have resonances for small relative 
A—K angular momenta and we feel that the large J (= 5/2) of Ns is difficult to 
explain. 

Although all the unknown effects are hidden in the cut-off function w(q?) in the 
static theory, the high momentum behaviour of u(q?) should be decided by conside- 
ring the hyperon-kaon-nucleon interaction as well as the high momentum behaviour 
of the ordinary pion-nucleon interaction. Thus any calculation so far made on any 
of the excited states is only making a plausible argument for the presence of the 
excited state and not really able to predict it. And even if they do, the magnitude 
of width and the position of the resonance would subject to large errors. 


§ 3. Optical Property of the Nucleon 


As we have seen in §1, very strong scatterings and absorptions of pions by nucleons 
occur at the resonance energies W,, W,, and W;. The main aspects of the pion- 
nucleon collisions in the energy region 7’, < 1 Bev are determined by these strong 
absorptions together with the absorption of a line spectrum at a negative pion 
kinetic energy 7, = (u?/2M) — wu. The latter corresponds to the unphysical 
= -+ N —WN absorption. In particular, the pion-nucleon scatterings below 7’ 
=~ 400 Mev are well described by the N, and the x -+- NN absorption [73]—[77] 
and even the difference of the two S-wave scattering lengths a; — a, was derived 
by the two absorptions [72].?) Also there is a possibility to understand (2a; + a,)/3 
in terms of the same absorptions [73]. 

As for the higher energy region, say 7’ > 2 Bev, the measured total cross-sections 
of the pion-nucleon scatterings (Fig. 1 and Fig. 2) seem to be nearly constant *) 
(~ 30mb + 5mb) and there are no indications of presence of any strong line or 
band absorption spectrum. In this energy region the pion wave length 2 is much 


1) The values of [and M of the ¢ are those of ref. [61]. 
2) The mass spectrum of the hyperons as well as the resonance energies of the nucleon are dis- 
cussed in terms of SAKATA model [85]. Although the most of the predicted resonance energies 
agree well with the observed ones, it would be a premature to compare their results with the 
experiments. oe ; 

3) The scattering length a,;(i = 1 or 3) is that for the 7 = i/2(¢ = 1 or 3) pion-nucleon 
scattering. a wr i 
4) Measurements of the mean free path of the secondary particles in jet showers pr oduced by 
cosmic rays give us some information on the total pion-nucleon inelastic cross section at very 
high energy. Results are consistent with ~ 30 -- 5 mb. 


= 


shorter than the spatial exention a of the nucleon and the binding energy between 
the pion cloud of the nucleon and the nucleon core is smaller than the ee 
pion energy. Therefore, the collision is regarded as one between each bee ituen 
(pion cloud, nucleon core, etc.) of the nucleon and the incoming pion and Its Seat 
pal feature would be determined by the local property of the nucleon. There wou 
not be an excitation of the nucleon as a whole. Thus the collision can be under- 


stood by the so-called optical model. 


- 
ie, M. Karo and G. TaKEDA 
| 
| 
} 


n(Tre )ZnggMev 
\2rcN 
\ \ 
\ 
eee) 
\ \ 
ier 
\ 
Cea 
Nea\ 
ke 
\\ 
\ 


es rama ea sss 
10 by 7 05 
«—lr (Lab) Bey 


Fig. 10. The number ANGE) of the levels of the excited nucleon per 100 Mev excitation energy as a function of the | 


incoming pion kinetic energy 7’. Only those levels which are due to then N, 2x Nand3nN configurations | 


are counted, Also the numbers of levels with the three different configurations are separately plotted. 
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Let us discuss this point in a different way. In order that the collision be local, 
there must be many different modes of internal oscillation of the nucleon and there- 
fore large level densities for a given excitation energy W. Now assuming that the 
pion-nucleon system is confined in a small volume with a radius R, we calculate 
the level density of the system at an excitation energy W. Many people has made 
such calculations for evaluating the branching ratios of the elastic, one pion 
production, and many pion production cross-sections. Here we are mostly con- 
cerned with the absolute value of the level density. 

As an example we calculate the level density of the N+7, N+ 2x, andN+ 3x 
states according to MinpurN [87].1) The pion mass is neglected and R is taken 
equal to 1/4. The number of the levels per 100 Mev energy interval is plotted in 
Fig. 10 as a function of 7’. The result shows that the total number of levels below 
7, = 1 Bev is only a few, indicating the resonances could govern the pion- 
nucleon collisions in this region. On the other hand the number of levels rapidly 
increases with 7’, above 1 Bev and many levels would certainly participate in the 
collision above T' ~ 2 Bey. The radius R = 1/4 is chosen in such a way as the 
rapid transition between the small level density and the large level density to 
occur at the energy region W = 1 ~ 2 Bev. The level density is, of course, very 
much sensitive on choice of R and ordinarily one takes a larger R( ~ 1/w).?) 

The actual number of levels participating in the pion-nucleon collision at 7’, is 
about 0(7',) ’(7',)*), where [’(7',) is the magnitude of width averaged over many 
levels around 7’. is supposed to be larger than the width of the first resonance N, 
resulting in 9 /"> 1 for 7, => 2 Bev. 


A) Optical constants of the nucleon 


As discussed above the optical model may be applied on the pion-nucleon scatte- 
rings in the energy region 7',, > 2 Bev. Since the resonances have so far appeared 
at the pion energy 7’, < 1 Bev, the energy region where the model is valid may 
be extended down to about 7’ ~ 1 Bey. The pion-nucleon collisions are determined 
by the refraction and absorption indices of the nucleon for the incoming pion. 
These are functions of the pion energy but the observed smooth change of the 
pion-nucleon scattering cross-sections indicates that they change slowly with the 
energy. 

As experiments showed and as is expected from the large level density of the in- 
elastic (pion production) channels, the absorption is principally due to the in- 
elastic scatterings. This means that the elastic scattering is mostly due to the 
diffraction scattering. The differential elastic scattering cross-section for x p at 
6.8 Bev [9] showed a typical diffraction pattern. Also in the lower energy regions 
T =4.5 ~ 5 Bev [22], [23] and T’< 1.85 Bev [21], [20], [19], [13] similar diffraction 
patterns have been observed in the forward direction. In these cases a small tail 


1) The equations (3.37), (3.39) of ref. [87] were used. Also the statistical weight of Table IV of 
ref. [87] was taken into account. 

2) The finite pion mass and the conservation of the angular momentum and the isotopic spin, 
which are neglected, would decrease 9(W) for a given R. Furthermore Lupors et al. [88] made 
a suggestion that a damping factor such as exp (— W%x;) may be multiplied on the phase 
space volume when the i-th particle has an energy |W; and is located at ;. If this is the case, 
o(W) would decrease further. All these effects might make us possible to choose a larger Rk 
than R = 1/4 without changing the energy region of the rapid transition. 

3) Only those levels with an appreciable J’; should be counted in evaluating. 
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or peak is observed in the backward direction, indicating the existence of som 
elastic scatterings of non-diffraction type. ; 
When we neglect the spin dependence of the pion-nucleon scattering, the elastic, 
inelastic, and total cross-sections are expressed as follows. : 


Ga = 0h > (20 + 1) |1 ae ex y 276,\, 
Oinel = AP (21 ate 1) (1 — ni)» (15): 
Otot = Ini? ey (21 + 1) (1 — 4, COS 26))-. 


Here 4, is the phase shift of the /-th partial wave and 7, is the magnitude of the) 
elastic amplitude (0 < 4; < 1). 
Since the elastic scattering is mostly the diffraction scattering in the energy region) 
we are interested, we assume 6, = 0. Then the scattering amplitude 7(4/2) >) 
(21 + 1) (1 — , exp 276,) P; (cos O) is nearly pure imaginary. STERNHEIMER [89]} 
calculated the real part of the forward scattering amplitude for 7’ <2 Bev by’ 
using the dispersion relation and the measured z+ —p total cross-sections. The» 
results show that the real part of the x- — p forward scattering amplitude is smaller’ 
than the imaginary part at least by a factor 4 for 7’, > 1.4 Bev. 

Tro and Mrnamtand others [90]—[94] have analyzed the pion-nucleon elastic scatte- - 
rings and especially the differential cross-section assuming 6, = 0. Before going into) 
the discussion of the differential cross-section we shall make a simple calculation . 
of the optical constants of the nucleon. Assuming that 6, = 0 and 7; is independent | 
of 1, we obtain 


i 
Feil Otot == > hy (16) | 
lmax 
tot = 2xd? D' (214 1) (1 — 4) = 2(1 — n) wR. 
1=0 


Here F is the nucleon radius (R = A Imax). 

The two quantities og/oto, and oto have been measured for the x —p scattering ° 
(Fig. 2). Since the experimental errors are rather large and better experiments will 
be done in near future, we shall tentatively employ the experimental values used 

in ref. [97]. Then 7 and z R? can be calculated and the results are shown in the last. 
two columns of Table IV for 7, = 1, 1.5 and 4.5 Bev. 


Table IV. Values of 7 and 2 R? for the x~— p scattering. 


T’;, (Bev) | Ctot (mb) | cet/otot | n | a R? (mb) 
| 
1.0 | 46 1/2 | 0. 98 
1.5 30 1/3 Eye 
45 3d 1/5 3/5 | 25 


The constancy of the geometrical cross-section 7 R2 with energy is very remarkable?) 
but this point should not be overemphasized because of the uncertainty of the 
experimental cross sections oto and o,. The 7 seems to change with energy and 


1 . . . : 
) Constant geometrical cross-section was also obtained from analysis of the x — p elastic 
differential cross-sections at different energies (ref. [97]). : 
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furthermore it does not seem to tend to zero. Therefore the nucleon would not be 
a completely black body for very high energy pions. 

If we want to make a more reasonable argument on R and », we have to take the 
I-dependence of 7; into account [89] — [94]. Since the path length of incoming pion 
in the nucleon is larger for larger 1, 7, usually depends on I. The absorption coef- 
ficient K(r) of the optical model at a point distant by r from the centre of the 
nucleon is related to 7 as follows [95]: 


‘ VR?—¢ 
-(q!-S OB) a 1 

eae K (Je +8) de (ko =1+ 5). (17) 
—)R*—o 


From the measured angular distribution of the x-—p scattering, 7, is calculated 
under the assumption 6, = 0: 


a 
1 doa 
Li = +f Ve P,(cos @) d (cos @). (18)}) 
al 


Then the absorption coefficient K (r) can be obtained by using Eq. (17) as a func- 
tion of r. The radial dependence of K(r)?) obtained [94] for 1.3 Bev x-—p 
scatterings is shown in Fig. 11. 

The values of R and 7; obtained by various authors agree among each other within 
the experimental errors. And more accurate measurements On ojot, Ge1/Ctot, and 
do/dQ at various different energies 

are required before we have reliable  (p) 10%cm 

knowledge of the optical parameter 


of the nucleon. Furthermore, the two 6 l 
assumptions, 1) 6; = 0 and il) spin in- 
dependence of 6 and 7, should be re- 5 
examined. Kosa et al [96] studied the 
requirements which the assumptions 4 L 
put on the experimental data. They f 
mre, €. g., 3 

Stot > 424 (5) (for any @), é 

ix dQ) 6 
and 7 
Oinel = Sel - 0 

Existing experiments in the optical  @ O2 04 06 08 710 12 14 
region satisfy these conditions. P (x 10-%cm) 
i) The transparancy (1 = 0) of the Fig. 11. The absorption coefficient K(r) as function of 
nucleon against high energy pions is the distance from the nucleon centre obtained in 
Sbtained-under the two assumptions. Oe epee aie eee ae 
This means that some parts of the stribution of the diffraction scattering. 


1) The scattering amplitude must have a definite sign for Eq. (18) being valid. See ref. [96]. 
2) The large value of K (r) at a small 7 is very interesting but depends much on the large angle 
scattering cross-sections, which are subject to large errors. 
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incoming pion would penetrate the nucleon unabsorpted and we have an elastic 
scattering of non-diffraction type. The phase shift 6 which such penetrating pion 
would receive is of an order of 6 ~ Ak: R ~ VR and independent of &k. 

The Ak is the change of the pion wave number when the pion enters into the nucleon 
and V is the depth of pion-nucleon potential for the elastic scattering. If we take 
V ~pwand R ~ 1/u,6 becomes of an order of 1. The assumption requires that V 
is small compared with w. 
ii) As for the second assumption, the spin independence of 6 and 7, there has been | 
neither experimental nor theoretical evidence for or against the assumption. There- 
fore we present here the assumption due to OkuN and PoMERANCHUK [93], which 
leads to the spin independence. They assumed that the elastic pion-nucleon scatter- 
ing is mostly diffraction, which leads to a small spin flip scattering compared to the | 
elastic scattering: 


lf, — LEK fa Pe 


Here f.. is the [-th partial wave scattering amplitude with J = 1+ 1/2. This auto- 
matically assures the spin independence (f, ~ f_) of the scattering. Existing 
data of the x-—p scatterings show that the scatterings are more of diffraction 
type at higher energies, supporting the assumption. Similarly the charge indepen-. 
dence of f is obtained. 


B) Optical property of the nucleon and the pion-pion interaction 


BLOKHINZEY [97] first pointed out the occurence of two different types of collisions at 

a very high energy region, the peripherical and central collisions. Since the nucleon 
is composed of the core and the pion cloud and they behave more or less inde- 
pendently for high energy incoming particles, the features of collision are expected 
to be different depending on which part of the nucleon is collided. The pion cloud 
plays the most important roll in the peripherical collision and the core in the 
central collision. 

In the low energy region 7’, < 1 Bev several resonances are observed correspon- 
ding to an excitation of characteristic oscillations between the cloud and the core. 
For higher energies where 7',5> U, U being the binding energy of the pion cloud | 
to the core, these characteristic oscillations would not be excited and the core and 
cloud oscillate independently. If a certain characteristic energy is observed experi- _ 
mentally, it would rather correspond to a characteristic oscillation of either the 
core itself or the pion of the cloud itself. In such high energy regions the x — N 
and N — N inelastic scattering cross-sections will be expressed by the x — x total 
cross-section oz, the z-core total cross-section o,, core, and the core-core collision 
cross-section Oeore, core [98]: 


OnN ~ Nz Onn = Ox, core > 
2 
ONN © Mr Onn 20x Ox, core = Ocore, core + (19) 


The peripherical collision corresponds to the o,, part and the central one to the 
Ox, core ANA Core, core. The nz is the average pion number in the cloud. The CmJonns 
and Ovore, core WOuld be of an order of the geometrical cross-section of the core for 
high energy collisions and be presumably small. If this is the case from Eq. (19), 
we obtain ogn7:0nnN:0nN © 1in,z:n2. The experimental data are consistent with 
n, ~ 1. The K (r) in Fig. 11 is probably due to Ox, core tor small r and o,,,, for larger r. 
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The large difference of K(r) for small and large r would be an indication of the 
presence of the two types of collisions, although the calculated K (r) would b 
subject to a large error, in particular, for small r, Further confirmation of the 
presence of the two regions with different optical property is very desirable | 
The Kq. (19) has a meaning only when o,.,, and Ure core AO not depend on its ree or 
spin state. In this point we shall mention a remarkable nature of the collisions at 


5 % ; g ar mm TY ce) ] 10 ucle ole J 1 


fr-p(E) aa fr+p(— Ff), 


where f,+p (£) is the forward elastic z+ —p scattering amplitude at a total pion 
energy H. The causality assures that / is an analytic function of #. Therefore we 
expand frep (#) in powers of 1/H at very large E, thereby assuming that each 
cross-section tends to at most a finite constant: 


On the real #-axis the crossing relation requires that 
Re (a" — a") =0 (n=0,—1,—2,->), 
fin (ee Sg 2) 0 (n= 6 1, — 2, >=). 


Since the total x= —p cross section is given by Im f,+y (£)/E, 


lim (n+p (#) — on-p(#)) = Im (a, — aL) = 0. 


Eco 


The above proof of 67+ p (CO) =0,-» (00) isdue to Miyazawa [99]. PomERANCHUK [100] 
also verified this along the similar line, where explicite use of the dispersion relation 
was made. For further questions on some subtle features of these verifications we 
refer to ref. [701]. As for charge independence of o,,, the crossing relation f,-,+(H) = 
= f*+,,+(— E) leads to arclation among the cross-sections in the three pure isotopic 
spin states: 
1 1 
0 (00) = — 01 (00) + | % (ov). 


3 


Contrary to the pion-nucleon scattering the crossing relation is not sufficient to 
obtain oy (co) = o, (co) = o, (co) and one more relation is necessary. Such would 
be obtained, e. g., if we assume that the charge exchange scattering being negligible 
compared with the elastic scattering. As for the spin independence of the pion- 
nucleon scattering we have already discussed before. 

Thus Eq. (19) might have meaning for very high energy collisions. Then the optical 
property of the nucleon, and in particular, its absorption coefficient would be 
determined by Onn, On, core: ANd Nz (or more precisely by the pion density @,(7) im 
the nucleon). The observed large cross-section (o;—n ~ 30 -- 5 mb) in the optical 
region is an indication that the pion-pion interaction would be the main cause of 
the scattering and the optical property of the nucleon is principally determined 
by onz and nz (on (r)). If the incoming pion wave length 2 becomes shorter and less 


~ ‘ee 
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than the radius of the pion, then the collision cannot be regarded as due to the 
pion-pion collision and the optical property of the nucleon would de deter- 
mined by collisions between more fundamental constituents of the nucleon and 


pion. 


§ 4. Electromagnetic Structure of the Nucleon 
A) Introduction | 
The electromagnetic structure of the nucleon has been revealed by the experi 
ments of the high energy electron-nucleon scatterings at Stanford [102] and Cor- 
nell [103]. Introductory review of the theoretical interpretation of the experi- | 
ments was given, e. g., by Levy, YENNIE, and RAvENHALL [104]. In this section | 
we shall briefly discuss the present status of the experimental results and its 
theoretical analysis in terms of the nucleon form factors. 
The electron-nucleon scattering matrix element for an electron with a four momen- 
tum & and a nucleon with p being scattered into an electron with k’ and a nucleon 
with p’ is 


1 
M = (p' | ju | Pa Ck" | ju |), (20) 


where g = p — p’ = k’ — kis the energy-momentum transfer in the scattering. 
The electron current jj, and the nucleon current j,, can be expressed in terms of the 
respective Dirac spinors wu’ and w as follows: 


1 


el | ful ey = (me [kok eu, (&). 097 a, tes (21) 


u (p') [Gi (GQ?) ty, — Ge (q?) ton»(p’ — p)y]u(p). (22) 


1 
2 


(P |Fu| p) = (m?/p0 Po) 


The expression for (p’|j,|p) is obtained by requiring the relativistic covariance 
and the time reversal invariance of the expression. Also this satisfies the weak 
gauge invariance [105], [106], [107]. The meaning of G, and G, becomes clear if we 
rewrite (p’|j,,|p) by using Pauli spinors [104]: 


OF 


(P' \jo| PY = [44 (¢?) — Sui (Gy (q?) + 4m G2 (q?))]z’* x, (23) 
oe pa pe ; 1 : 
(p13 (p) = eas Gy (@)x* 4 — oF (G(q*) + 2m Gy (q?))x'*i(6 x q)x, 


where the terms up to the order of (q/m)? are retained. 
The charge and anomalous magnetic moment density o(r) and u(r) are the Fou- 
rier transform of G,(q) and G,(q?) respectively : 


CGA RS i o(r)expiqex da, 


G3 (q*) = ih M(r) exp iqex Ba. (24) 


_ 
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In particular G, (0) and G, (0) are the total charge and the total anomalous magne- 
tic moment of the nucleon: 


G1p(0) =e, Gn (0) =0, 
G 0) = é é 
ap ( ) = Uy om = 1.79 Don? @.(0) —= Lin: 5 i — 1.91 a6 (25) 


In general G, (q?) and G,(q) represent the effective charge and magnetic moment 
of the nucleon which the scattered electron see during the collision and roughly 
correspond to the amount of charge and anomalous magnetic moment inside a 
radius of an order of 1/q of the extended nucleon. 

The relation between the form factor G;(q2) and the charge or magnetic moment 
density is well defined only for the nonrelativistic cases and there arise ambiguities 
in interpretation of the relations when we discuss the cases of high momentum 
transters [104]. Since G;(q?) can be directly calculated from the scattering experi- 
ments by Eq. (22), Eq. (24) should be regarded as the definitions of o(r) and 
B(r). 

The various moments of the charge or anomalous magnetic moment distribution 
are defined by 


ies iver 
18) = 6.0) ft — 3 at + Gy at — (26) 
where 


(rt) = f @ (r)r” d3x/G, (0), 
(rt) = fw (r)r” d2/G, (0). 


In what follows we shall often use the normalized form factor F;(q?) instead of 
G7): 
Gi (¢°) =e F,(9’), 


é or 
G2 (9°) = Bx 5 Pe (9°) (ux = Mp OF Mn)- (27) 

These satisfy 
Fy (0) = Fp (0) = Fr (0) =1, F'n (0) = 0. (28) 


B) Electromagnetic structure of the proton 


According to the meson theory the nucleon is surrounded by the pion cloud which 
is extended to a distance of an order of the pion Compton wave length. Therefore 
the electron-nucleon scattering with high momentum transfer (q = 200 Mev/c) 
‘will reveal the extended electromagnetic structure of the nucleon. HOFSTADTER et 
al have performed the high energy electron-proton scattering and in fact disco- 
vered the finite extension of the charge and magnetic moment distributions of the 
proton [102]. The differential electron-nucleon cross-section is 


do do 2 (G2 Ge lo 2 2))2 te ro 
ag) ae ge ay 4+ ay Fs tar? ee 
dQ a( ), {Fr (q ) 4m? | ( i (q ) UN 2 (q )) 2 


+ uk FE) It: ae 
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where (do/d Q), is the Mott-scattering cross-section 


oO ( e y cos? @/2 it 
eo ie (es : ’ (30). 
(7 M 2#,} sin4 6/2 ime 2E 


2 ., @ 
ecco) sin2 on 
m 2 


E, is the incident electron energy and @ the scattered angle both in the laboratory 
system. The formula of the differential cross-section for the point nucleon with the 
magnetic moment sy is called the Rosenbluth formula [208], and is obtained from | 
Kq. (29) by putting P,Q") = F2(q°) = I. | 
The deviations of the measured angular distribution from the Rosenbluth formula.» 
enable one to obtain the proton form factors F',(g?) and F,(q?). In Fig. 12 the: 


0 2 4 10 2 14 


6 8 
g*(10*®cm-2) 


g. 12. The proton form factor Fr derived from the electron-proton scattering data assuming F,= 7, = Fp [102]. . 


thus obtained form factors are shown. The two form factors /, and F, of the proton | 
are nearly equal at least up to q? ~ 14 x 10%6cm™, but a significant deviation | 
was reported recently for higher g?. Since the form factors are measured accurately ° 
for smaller g?, the second moments of the distributions were first determined: 


Vir?) 0.80 x 10-18 cm both for F, and F,. 


The various phenomenological distributions g(r) and u(r) are proposed, which fit. 
nicely with the measured F; (q?) [102]. For example, they are 


e (r) = ey exp (— 12 r/Ve)), 
and 
nx e7*r 


Ot") = (7 — 1) 6(7r) 


4a 


(q = 1.2, Yr?) = Y6n |x). 
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C) Electromagnetic structure of the neutron 


The finite second moment of the charge distribution of the neutron has been known 
since the low energy neutron scattering by atoms was performed and the neutron- 
electron-interaction became known [109]. The scattering amplitude of the slow neu- 
tron by the static electric field of an electron is 


2 9, 2 1 a2 Mn 
a, = — 2me 3 (72), + al (31) 


The second term is called the Foldy term [105], [110] and is proportional to pp. 
The Zitterbewegung of the neutron with the anomalous magnetic moment ey 
induces the second order moment of the charge 


3 
froggy = m2 “Un == — O13 X 1052 ems 


Historically the magnitude of the neutron-electron interaction is expressed as the 
depth V, of the hypothetical square well potential with a radius e?/m,. Since the 


scattering amplitude a, by the potential is a, = —(2mV,/8) (e2/me)?, we obtain 
e= /m : : 
y, => ry (a) {ria ae (7) Foldy } « (32) 


The experimental value of V)(= — 4.050 + 200 ev) [110], [111] is almost explai- 
ned by the Foldy term (Vo rorpy = — 4.080 ev). Therefore, the neutron-elec- 
tron potential due to the intrinsic charge distribution of the neutron is small 
V.intrinsic = 30 -- 200 ev, leading to the small second moment of the charge distri- 
bution: 


ton == (0.001-==.0.006) ~ 10-2 cm? 


The other source of informations on the neutron structure is the elastic and inelastic 
electron scatterings by the deuteron at high energies. The effect of the electron 
scattering by the proton in the deuteron is elimimated by using the proton form 
factors obtained by the electron-proton scattering. The data of the elastic electron- 
deuteron scattering up to gq ~ 2.9 x 10% cm? [112] are consistent with Fy, =0 
and (r?), ~ (0.8x 10° cm)?. HorstapTER et al [102] measured the inelastic 
electron-deuteron scattering and the results are consistent with Fyp) = Pap = Fon 
ma) s5,—0 up to ¢g=—3.8 x 10%cm™". In Fig. 13 Fo, obtained by the 
experiments is plotted as a function of q. 

The experimental errors of F';(q?) are large, in particular, for F',(q*). An example 
of the neutron charge distribution [173], [114] which fits with the experimental data 
and gives (ri), =0 is 


Pe oF ear pr ase ( ) 1 d(r), 


8a a2 8x 


where 
0.850 < 6 < 1.20a. 
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Fig.13. The neutron magnetic form factor FR n derived from the experimental data of electron-deuteron inelastic — 


scattering, 7,1 = 0 being assumed [102]. 


D) Summary of the experimental facts on the electromagnetic 
structure of the nucleon 


It is convenient for us to divide the form factors of the nucleon into the isoscalar | 
and isovector parts, since the pion cloud contributes to only the latter as far as 
the charge independence of the pion-nucleon interaction being valid: 


Gy2(q*) = Gi (9?) + t3GT. (97). (33) | 


Their values at gq? =0 are 


G(0) = GO) 5 
(8/0) tet fe ee ee 

2(9) 2 Dim) en one 2m’ (34) 
AYO) ee 9S Teg tag ee 

2() 2 2m iene 2m . 2m 
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The second moments of GY are defined by 


ad) 


(rZ)SV = —6 G*(0) (¢ = 1,2), (35) 


which are written as 


DF = DPE DY, DY = ODP — DP, 
Q\s 9 2} \ (36) 
2 fe (75)° = Mp (7)p + Mn (TE)n» 2 fey (73)¥ = py (2p — fn (r3)n- 


. eh ce gone ue e eae ey de 
The experimental results Fy) = Fy) = Fyn and Y(rj)p ~ 0.80 x 10° cm 
can be summarized as 


ha pgp OL ae oe 1 
Cr)” a (ri a (rQ)Y = (0.32 + 0.03) —. 
pe 


The values of (7?) could be subject to large errors since they are obtained by extra- 
polating the measured G;(q?) to q? =0 and taking the derivative of G,(g2) by 
gat g? =0. An unusual extrapolation could give a quite different value of (7?) 
from the one above although it is unlikely and, therefore, it might be better for us 
to discuss directly G;(q?) [115]. 


§ 5. Theory of the Electromagnetic Structure of the Nucleon I 


— isovector part — 


A) General remarks 


Tn this and the next sections we shall discuss the observed nucleon form factors in 
terms of the pion theory. According to the present pion theory c — structure of the 
nucleon becomes more complicated for shorter distances from the centre of the 
nucleon and furthermore the other fields such as the K and hyperon fields would 
become increasingly important. Also no real evidence for validity of the local 
field theory has been seen. Therefore what one can hope to the pion theory is to 
understand the outer structure of the nucleon, namely the form factors for small 
momentum transfer and the higher moments of the charge and magnetic moment 
distributions. For example one expects to understand quantitatively the second 
moment of the anomalous magnetic moment (73) of the nucleon but not the total 
anomalous magnetic momentitself. (Because of th s situation the experimental value 
of G,(0) will be used for the expression of (r}) (Eq. (35) instead of the theoretical 
one [116}). 

Tf we use the local field theory where the causality principle is strictly valid, the 
we obtain the dispersion formula for the form factors: 


x e q [ qi" (0°) 2 
Dae fj Nees eee ye = ee Ve —— hon, 
ne Ci) ec) o(o2 +g 77 ie) oO 
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There has been no general proof of this formula [117], but the perturbation caleu- 
lation verifies the relation in its successive approximations [1/8]. Therefore we 
shall assume the validity of Eq. (37) hereafter. s 

The spectral functions g,,. (6?) can be written as g1,2(0”) = d/n(NN |) (n ly), wher 
n is an eigenstate of the total Hamiltonian and the summation is over those 
states which can make transitions both-to the nucleon pair (NN) state and the 
one _ state and have necessarily the total angular momentum J = 1, parity 
P = odd, and isotopic spin 0 or 1 [119], [120]. Also the square of the total four: 
momentum of the state n must be equal to o?. A Feynman diagram representing a 
transition of a nucleon in an electromagnetic field made by an virtual y-ray with the: 
four momentum q(q? = o) does also imply a transition of the nucleon pair be-- 
coming into the y ray. This can occur through various intermediate states 7.. 
The denominator (o? + g? — ie)! of Eq. (37) is the propagator of the n-state: 
with the effective mass o and the (NN |n) and (n|y) are the amplitudes of the n-states 
decaying into the NN and y states respectively. 

The Fourier transforms of Eq. (37) give us the charge and magnetic moment distri-- 
butions in terms of the spectral functions g, 5 (0): 


e 1 do? 1 f ence 
eS (r) = E Bibs { oe aor 6(r) + xa | oO) stl OM 


1 é€ 
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(38)) 


The amount of charge localized at the origin!) is equal to GY’*(co). If no such: 
localization is found, then the no-subtraction dispersion formula such as the one> 
for G,(q?) can be used for G, (q?). On the other hand if we find the localized charge,, 
it must be due to the bare proton at the origin and therefore exists only for the> 
proton form factor. The probability Z, for finding the bare proton is related with: 
GY’*(co) as follows [116]: 


Ze a GY (co) —- G¥ (co) Sn = 1 fee a7 gi (0?) do?, 
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(39) 


8 
0 = GY (co) — G8 (co) = 1 fee — gi (6?) dot. 
I o 
As is known from Eq. (38) the contributions of the intermediate states n with) 
small o? give long range distributions of o(r) and w(r). The states with least o? are: 
the two pion states for the isovector (I = 1) part and the three pion states for the: 
isoscalar part (I = 0). The lower bounds of o? are (2)? and (3,)?2, respectively. . 
For higher o? more different types of states such as many pion states and many) 


nucleon pair states begin to contribute and we have to deal with increasingly’ 
complex phenomena. 


1) As stated before the charge density g(r) is different from the ordinary one for small r. And) 
the localized charge at the origin spreads to a distance of an order of 1 /2m due to the Zitter-| 
bewegung of the Dirac particle. 
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B) The static theory of the isovector part of the nucleon form 
f factors 


Let us first discuss the isovector part of the form factors based on the static theory 
[127], [122], [123], [124]. In this theory pions in the cloud are in p-state and the 
recoil of the nucleon core and its pair production are neglected. The wave function 
of the proton is a superposition of no pion state, one pion state, and so on. The 
n-pion state is further divided according to the charge and the z-component of the 
angular momentum of each of the pions; 


N =Nnt+ + Nao + Nz, 


Unt = Mn+ + Nt + Nin > ete. 


The wave function of the neutron is obtained from that of the proton by the sub- 
stitutions a+ <* a and the proton core-—-neutron core. Therefore the pion contri- 
butions to the charge and anomalous magnetic moment are opposite for the proton 
and neutron and are exclusively of isovector character. 

The anomalous magnetic moment due to the pion current of this n-pion state is 


m e 
k= (Mn++ Usp le ee Nig = Nr- |) (on) on ? (40) 
Tw 
where (w,.) is the average energy of the pion in the cloud. The mean square radius 
of the nucleon charge distribution is 


Pf (te ai) (Po) (41) 


where (75) is the mean square radius of one pion in the cloud.) 
When the cloud is mostly composed of one pion state, we obtain 


Z, 4 2 
i J (moet = 9 Po tas = io fies a 0) > 


np = 


where P is the probability of one pion state. 

Even in this very simple one pion state model the isovector part of the charge and 
anomalous magnetic moment were understood reasonably well; 

©. g., by taking. P ~ 100%, (w) ~2u and (r?) ~ 1/(2u)?, we obtain?) 


e€ 1 
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1) In general the values of (w;) and (rz) are different for the different charge and z-compo- 
nent of the angular momentum of the pion. Only when the cloud is exclusively composed of 


one pion state, these differences disappear. 
a é ; 
2) If we add the contribution from the nucleon core spin (us as aller o IP i). we obtain 
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The average numbers of pions in the nucleon state were calculated in the static 
theory [121], [124]. They can be expressed in terms of the renormalized coupling 
constant f and the p-wave pion-nucleon scattering cross-sections. The calculated 
values are given in Table V for two different values of the cut-off momentum ig 
The perturbational value is defined as the one depending explicitly on f and the» 
correction term is one depending on the p-wave cross-sections. 


Table V. The average number of pions in the nucleon cloud 


The average number of pions with the specified charge, angular momentum and| 
wave number is given by (N|d*d|N), where N ) is the physical nucleon state and! 
d* and d are the creation and annihilation operators of the specified pion. This: 
expectation value can be calculated if d|N) is expressed in terms of known quanti-- 
ties. For doing this we expand d|N ) in terms of the eigenstates ) of the total 
Hamiltonian, d|N) = >',a,|n), and approximate it by taking the summation) 
only over the nucleon state N ) and the N, resonant state; 


a |N) =~ a«,|N) = oy |.N}): 


Then according to Chew-Low formalism a, and «, are expressed by f? and the N,-- 
resonant scattering phase shift, respectively. The perturbation term in Table V iss 
due to the former and the correction term to the latter. 

The ratios nz+: Ngo : Nz of the perturbation term or the correction term: 
in Table V can be understood in the following way. Assuming N, as a real particle,, 
the above approximate expansion of d|N) corresponds in the weak coupling limit; 
to expand the physical nucleon state by |N) ~ Bo IN) + 6, (Nx) + Bo (Ny). Here: 
N and N, are the bare nucleon and N, particle states respectively and the o, and 
f, terms correspond to the «, and a, terms of d|N) respectively. Since the INxy 
and|N,z) states must have J = J =1/,, the IN) state gives the ratio nz: nq0 
‘Np- = 2:1:0 and|N,z) state the ratio 1:2:3 for the physical proton. Although 
we have discussed the ratios in the weak coupling limit, the arguments are valid 
irrespective of the magnitude of the coupling constant. And, in fact, these ratios 
coincide with those of Table V. 

The same ratios are valid for the number of pions with the different z component 
of angular momentum. For a given charge the perturbation term gives n}:n—: nJ 
= 2:1:0 and the correction term gives nt:n—>:n| = 1:2:3. 

The results of the similar calculation for the Q,y, (ry, Hy, and (72), are shown in 
Table VJ, where Qy is the total pion charge carried by the pion cloud [716]. 
Corrections due to the (3/9, 3/.) resonant scattering (rescattering corrections) are 
small and at most of an order of 30% of the perturbation term. The increases of 
fy and (rz), due to the rescattering corrections owe mainly to the increase 
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Table VI. The values of Q,, (r?)y> My and (r3), in the static theory calculated in the ref. [ 116}. 


by ee P2605 010 1 4.36 1.70 0.15 | 1.85 
1 | | | | 
(yy iB 0.20 | 0.01 0.21 2 oor 0.22 
| | 


of n (Table V). On the other hand (73), decreases because the correction in- 
creases n,— most. 

The perturbation calculation does not correspond to the simple one pion state 
model. Because the magnetic moment and charge operators contain the pion pair 
annihilation and creation terms, the contributions due to Feynman diagrams 


Fig. 14. The Feynman graphs representing the contribution of the pion current to the electromagnetic structure 
of the nucleon. 


Fig. 14b and Fig. 14¢ are added to that of the diagram Fig. 14a. For example, the 
number of x+ with a momentum k ~k-+ dk anda z-component of the angular 
momentum + 1 is equal to 


a 
nnr(k) dk = = f—— 


Ww 


On the other hand the magnetic moment by these z* is 


K 


e e 
ge 22 | ty (Kk) ade, 
ae 7 20 


0 


where the factor 2 comes from the contributions of the diagrams Fig. 14b and 
Fig. 14c. 

The results of Table VI show that the static theory explains reasonably well the 
isovector part of the electromagnetic structure of the nucleon for a proper choice 
of the cut-off momentum K. But if we go into more details, the calculated value 
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of (r2), is significantly smaller than the experimental value of (r3)y and also the: 
calculated yy is smaller than the experimental wy unless we take a large cut-off 
momentum K. The mean square radii of the charge and magnetic moment distri- 
butions (Table VI) depend rather insensitively on the cut-off momentum and there- | 
fore are reliable unless other interactions such as the s-wave pion-nucleon inter-| 
action and the pion-pion interaction play important rolls. Thus the discrepancy | 


between the calculated (73), and the observed (73), indicates that an effect such. 
as the pion-pion interaction must play an important roll. On the other hand the: 
calculated values of the magnetic moment and @, depend sensitively on K and_ 
no reliable statement can be made on them based on the static theory. ; 


C) Relativistic perturbation theory 


Let us now discuss the relativistic corrections to the results of the static theory. Since : 
no general treatment accessible to handle has been found, we use the lowest order 


lim of (0?) /e 
5 
GiO*VVe 
0 aye! i bie 
0 100 Au? (2m)* Ge 
lim 92 (0) /e 
5 
Vv 2 
(7°) & 
0 
0 100 4° (2m)? o? 


Fig. 15. The spectral function of the nucleon form factors (pion current contribution). 91,2 (o*) are calculated with | 
the relativistic perturbation theory and lim 91.9 (o*) are their static limits. 


relativistic perturbation calculation [125], [116]. By evaluating the spectral func-_ 
tions gj,,(0*) due to the two pion intermediate states in perturbation we can ob-. 
tain the results of the ordinary perturbation calculation. In Table VII the caleu:-. 
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lated values of (ria)v> My, and Qy are given for the relativistic cut-off momentum 
Omax = 2m and for the no cut-off case [120], [126]. 


Table VII. The values of Q¥, (r})y, uy, and (r2), in the relativistic perturbation calculation?) 
[120], [126]. 


unit no cut-off | omax = 2m 
th ele Ne a 
QY e oo 0.64 
(rey . 0.24 0.19 
Nes : i) 
1)V eB 
: 1.6 7 
Uy ae al 0.87 
, 1 | 
(ra\s Se 0.10 0.10 
bu 


The results of the relativistic calculation of gY, (o2) are quite different from those 
of the static theory. The perturbation values of the spectral functions in the both 
calculations are compared in Fig. 15. The relativistic corrections to the calculation 
consist of two effects; the recoil effect due to the finite nucleon mass and the effect 
of the nucleon pair formation. Hirpa et al [127] compared 

Tim, +20 [97,5 (9) Jrer With [9], (0) |static 


; Ve o Coase | (ee a 

[97 (07) |statie = 6x p Vase (“) (s,) ‘ 

: Fn ame 

lin terme = Ft —2(5) VG) 


[9% (o*) static = lim [g¥ (a7) ke1 (42) 
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Since the recoil effect disappears for m —> oo, the difference between [g (0?) |static 
and lim [g¥(o)]re1 is entirely due to the s-wave pion cloud accompanied 


m—-> 


with the nucleon pairs (Fig. 16b). The difference is less than 20% of [gY]statie for 
allo? and thus Hupa et al concluded that the pair effect is unimportant. As for g¥ (0?) 
no difference exists, since the s-wave pion cloud does not contribute to the anoma- 
lous magnetic moment of the nucleon. ~5 

Because the pair effect could be reduced much by taking the limit of m— ov, 
we must be careful to conclude that the pair effect is small. Conversely the inter- 
esting arguments by Goro showed that the pair effect may be more important 
than the recoil effect. Several years ago Goto [128] made a relativistic pertubation 


1) The values of (r3)y are normalized by the experimental value of wy and therefore the values 
in the last row differ from those of the references. 
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calculation of wy by pcp evaluating the p-wave pion (no-pair) term wy?’ and 
the s-wave (pair) term wy? (Fig. 16a and Fig. 16b): 


2 
by = 0? + uP = & (ISP + Tee) (g? ~ 15), 


oe # pw (E), 
m 


m 
0 


where F\+)(k/m) is plotted in Fig. 17. 


The pair term F\— (k/m) becomes larger than F‘*) (k/m) for k = m and the magne- | 


tic moment [Wy dpende sey much on the cut-off momentum. In Table VIII the | 
wD 


calculated values u{?, wS? and wy are shown for the cut-off momentum?) K = m_ 


and the no cut-off. The cut-off depen- 

dence is mainly due to the pair term. 

Thus unless we take a very small fe (*) 
cut-off momentum, the strong cutoff 

dependence of uy as well as the 0,20 


0.10 
Fo? 


0 
0 1 3 k/m 


Fig. 16. The Feynman graphs representing the Fig. 17. The integrand functions F(+) (k/m) in the ealeu- 
contribution of the pion current. Figs. 


(a) and (b) represent the effects of p- and F(-) represent the effects of p- and s-wave 
and s-wave pions, respectively. pions respectively. 


relatively weak dependence of (73), are due to the pair terms and the ordinary 
recoil effects are rather insensitive to the choice of the cut-off momentum. 


Table VIII. The values of the no-pair term and pair term of jy in the relativistic pertur- 


bation calculation by Goro [128]. 


| unit | no cut-off | K=m 
uw | eam | os7 | 0.72 
we | em 10 0.35 
[ly e/2m 1.7 uaa! 


FEDERBUSH et al [720] calculated the 2x state contribution to the spectral func- 
tions g},.(o”) beyond the perturbation method. The contribution can be written as 


Ji. (0) x Re LF (— 6?) (x x|NN)], 


‘) Here the cut-off momentum is the three dimensional one and different from the relativistic 
cut-off momentum omax- The reason why the value of fy for K = m in Table VII is larger 
than wy for omax = 2m in Table VI is due to the different definition of the cut-off momentum. 


lation of the anomalous magnetic moment. F(+) — 
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where F,, (q?) is s the pion form factor and (x (NN) is the matrix element for the 
scattering of NN into 2x with J = J =1 and the total centre of the mass energy 
o”. The (xx|NN) corresponds to the real NN -> 2x process when o? > (2 m)? 
and its magnitude is restricted by the unitarity condition. They concluded from 
this unitarity condition that the upper limit of the contribution to yey trom 2% 
States with o% > 4 m® is 0.2 e/2m. The corresponding perturbation result is 
0.8 e/2 m, thus violating the unitarity. 

In order to avoid the violation of the unitarity and to take most of the recoil 
effect into account (Fig. 17), we have shown the results of the relativistic pertur- 
bation calculations of Qy, (r?)y, wy and (fay LOT Omag ==2 9 (Table VII): As it 
was the case for the static theory B), the values of (r?,), and jy are significantly 
smaller than the experimental values, although they are of the right order of magni- 
tudes. Since (rj), and (r3)y are rather insensitive to the cut-off momentum oyax, 
an increase of ox would help to increase wy but not (ri), and. (73). Thus the per- 
turbation results are not in good agreement with the experiments and we need a 
certain effect which can increase wy as well as (7?) and (72). 

The higher order corrections and in particular the rescattering corrections due to 
the N, resonance were first discussed relativistically by OxuBo [129] and Tanaka 
[130] and then by Crew et al [119], Feprrsuss et al [120], and Frazer et al [731]. 
They predicted various different magnitudes of the rescattering corrections, but 
no quantitatively reliable calculation exists. Since the static theory predicted the 
small rescattering correction and the N, resonance was adequately described with- 
in the frame work of the static theory, it would be allowed to assume that the 
actual rescattering correction is small. 


D) Effect of the pion-pion interaction on the nucleon form factors 


More important corrections to the form factors would come from the pion-pion 
interaction. Naively speaking if the pion has an extended structure, the pion con- 
tributions to the nucleon form factors would be greatly modified. 
Before going into the discussion of the nucleon structure, we shall first discuss the 
electromagnetic structure of the pion itself. Partly for an illustration and partly for 
the strong pion-pion interaction in the J = J = 1 state being proposed, we shall 
use the phenomenological theory proposed in ref. [67]. The assumed L ot A = 1 
pion-pion resonance state is substituted by a vector field p*-° and its interaction 
with the pion field H,,, is introduced. The Feynman diagram Fig. 18a represen- 
ting the pion electromagnetic structure is similar to the vacuum polarization dia- 
gram of the quantum electrodynamics. Since two pions with the same charge 
repel with each other through the ¢ field, the charge distribution of z+ due to the 
vacuum polarization diagram becomes such as is shown in Fig. 18b. The mean 
square radius of this charge distribution can be calculated in terms of the p mass 
and the magnitude of the ezz coupling constant. Frazer et al [137] and FEpER- 
BusH et al [120] made a dispersion-like treatment of the pion form factor and the 
result is 

Fie (g*) ==€xp ugg"), 
where 
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The 6(o2) is the pion-pion scattering phase shiftin J =J =1 state at the total centre 
of the mass energy o. Assuming the resonant behaviour of 6 with the resonance 
energy o; ~ 470 Mev and the width I” ~ 130 Mev, they obtained (v5) = 0.4— 
1/u2 = (0.93 x 10°’ cm)?. If the pion has indeed such an extended structure, it 
gives a large effect on the nucleon structure. 


470 r0(P) 


a) b) 


Fig. 18. The Feynman graph showing the electromagnetic structure of pion due to the e°-meson, and the schematic 
diagram of the charge distribution around the pion. 


The effect of the pion-pion interaction on the nucleon form factor was first dis- 
cussed by Sacus et al [132], [133] before the dispersion-like treatment has been 
developed. The nucleon wave function N) can be expanded in the static theory as 
follows [152]: 

|N) — a, yp + a, yp) a Ay yp?) — tee, 


where y™) represents the  p-wave pions plus a bare nucleon state. If the strong 
pion-pion interaction exists, it would modify y™ for n > 2. The charge or ma- 
gnetic moment operator contains the off-diagonal elements connecting y( with 
y+) and we consider the simplest element, namely one between y and y®). 
By dividing y@ according to the total angular momentum L (0 or 1) and isotopic 
spin I (0 or 1) of the two pions, we obtain 


(2) 


As py) = 2 Cry VTL» 
Ie 


where yy, are the normalized wave functions and Cy, are their amplitudes. The 
yyy, are the products of the isotopic spin wave function, the angular wave function, - 
and the radial wave function. If we express the normalized radial wave function of 
wren by gr1(1, 2), goo and gi are symmetric and go,1 and g;9 are antisymmetric 
for the interchange of the radial coordinates 1 7” 2. The matrix elements of the 
anomalous magnetic moment and the mean square radius of the charge distri- 
bution due to the py 7 p® pion current are [132], [122] 


e i oo 
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os pion-pion interaction has two effects; one is to enhance the 2x state amplitude 
Cr, i and another to correlate the two pion radial coordinates in such a way to 
increase the value of J or I. 

Although Hotiapay [133] showed that indeed the stron g correlations of the two pions 
in y are desirable to explain the anomalous magnetic moments of the nucleon 
and the proton-neutron mass difference, quantitatively unambiguous results are 
difficult to obtain along this line of argument. FRAzER and FuLco [131] investigated 
the same problems by using the dispersion approach. The spectral functions 
gi (o”) (¢ = 1,2) of the nucleon form factors are expressed as 


a 


ae 


Im J;(o)do? 


(0? — o’2 — ie) F,,(— 0)’ 


where 


= ee 
@ = 47 (: At a) : 


Here J;(o?) is a certain linear combination of the NN —> xx transition amplitudes 
in *S, and 3D, states. Strong pion-pion interactions which give large values of 
F,,(— o?) for small o? enhance g¥(o?) for small o2, thus leading to large values of 
fy as well as (77.,)y. 


E) Summary of the iso-vector part of the nucleon form factor 


Only the two pion contributions to the nucleon form factor have been discussed. 
In the static calculation of the two pion contributions the perturbation term is the 
most predominant and the rescattering correction is shown to be small. The rela- 
tivistic recoil effect and the effect of S-wave pion current (pair term) are estimated in 
perturbation. Although the results are cut-off dependent, the obtained uw, and 
(ri )v for a proper choice of cut-off momentum, say K =2m, are of right order of 
magnitudes but still significantly smaller than the observed values. A roll which 
increases both wy and (r3)y is shown to be played by a strong pion-pion inter- 
action. 

Although the quantitative estimates of the rescattering, recoil, pair, and pion- 
pion interaction effects are certainly inaccurate, the qualitative features of the 
isovector part of the form factors described above may not be far from the real 
situation. 


§ 6. Theory of the Electromagnetic Structure of the Nucleon If 


— isoscalar part — 


A) Introduction 


In §5 we have investigated the nucleon structure due to the pion current, which 
plays the most predominant roll on the isovector part of the structure. On the 
other hand the isoscalar current must be due to the particles with non-zero 
hyperonic charge, namely, nucleons, K-mesons, and & particles. Here we shall 
mostly study the isoscalar part of the nucleon structure due to the nucleon current. 
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The effect of the K-meson current on the nucleon structure was studied by various 
authors [134], [135], [120] but the effect is considered as rather small. 

We divide the effects of the nucleon current into two; one is due to the nucleon 
core current and another is due to the polarization current of nucleon pairs pro- 
duced by the pion field of the nucleon core. The latter corresponds to the isoscalar | 
part of the 3x, 5°... contributions appearing in the dispersion theoretical | 
approach. . 
The experimental results on the isoscalar part of the nucleon structure present 
us two difficult problems, the very small u’ (= —0.06 e/2m) and the large eye | 
(= (r?)¥ ~ 0.32/u2). The following discussions are mainly concerned with these | 
two problems. . 


B) Nucleon core current 


In a similar way with the isovector case we shall start from the static approxima- 
tion. The wave function of a physical nucleon |N) is expressed as 


[N) =e YN Sor er 


where py is the bare nucleon state with on pion cloud and w,,, (I, L = 0 or 1) is. 
the state where the pions in the cloud have the total isospin J and the total angular 
momentum L.') The normalization condition is 


log | ap San (ern = 1. 


Assuming that the bare nucleon (core nucleon) has the equal mass with the physical 
nucleon, the isoscalar part of the anomalous magnetic moment due to the nucleon. 
core is the expectation value of the nucleon spin current (1/2) (e/2m)o, of the physical | 
nucleon state J ). 

Since 


(|oz|) = 1 This (|or |? + [O43 |?), 


8 
(|t3 o2|) = 1 — a or |? + 49 |?) — Ty loa |? 
we obtain 
1 e€ D% é 
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If the nucleon core current is the predominant part of us, the experimental value 
Lo = — 0.06 (¢/2 m) requires that |a, |? + |o,,|? = 9%. This is called as the mirror 
theorem [732] and the small probability obtained presents us a great difficulty. 


*) For simplicity we do not write those suffices of y which are necessary to differentiate states | 
with the same J and LD, 
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The average number of pions in the cloud (Table V) enables one to calculate m,. 
From the relation : 


1 1 
yy Ital) + teat = te 


and the calculated n,.+ for the cut-off momentum K = 5y, 


0 OOS sands in —) 026. 
we obtain 


Goh ae (isp r= 082 and - = 0.94 = - 


2m- 
The probability becomes |a, |? + |a,,|2 = 51% instead of 9%. 


The source of this discrepancy has been looked for by various authors. The effect 
of the recoil current of the nucleon core is small and furthermore its inclusion 
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a) b) Cc) 


Fig. 19. The Feynman graphs representing the contribution of the nucleon current to the electromagnetic structure 
of the nucleon. 


N 


Fic. 20. The lowest order Feynman graphs of the contribution of polarized nucleon current to the electromagnetic 
g. 20. 
structure of the nucleon. 


requires more severe restrictions on the pion cloud [137]. The mass of the core nu- 
cleon may deviate significantly from the actual nucleon mass m. Such an effect 
may remove the difficulty if the bare nucleon mass mp is much smaller than m [136]. 
Since the s-wave pion interaction with the nucleon gives a positive selfenergy to 
the nucleon, one may be allowed to expect mp < m. No reliable argument or 
calculation exists for the value of 1p. 

The effects of the nucleon pairs are classified into the effects of the vacuum polari- 
zation pairs and of the pairs directly connected with the nucleon core. The former 
is represented by diagrams such as Fig. 20 and the latter by diagrams such as 
Figs. 19b and 19c. The relativistic lowest order perturbation calculation of the 
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nucleon current contribution to ws contains the contributions from Figs. 19| 
and 19c as well as Fig. 19a. The calculated value of ws is worse than the value 
of the static theory, indicating the pair effect is in bad direction and very large. 
Goro made the same calculation [128], but separately calculating the contribution 
of ordinary core current uw? (Fig. 19a) and that of the nucleon pair current fs? 
(Figs. 19b and 19c): The results are shown in Table x: | 


Table LX. The values of yw”, uv and ps calculated in the relativistic perturbation by Goro} 


[128]. | 
unit NO CUt-Ofu)| Le 
en  EE—————————e 
e 
Ms ee | pete — 0.68 
2m 
Ce alee 0.25 | ~—0.24 
io | 2m ; ; 
je) | € 
Us an — 1.43 — 0.44 


1 


The value of u{” is similar with that of the static theory and is insensitive on the: 
cut-off momentum. On the other hand the pair term ws” is very cut-off dependent ; 
and unreasonably large. The main cause of the large discrepancy between the 
calculated us and the experimental value is the pair term as far as the relativistic: 
perturbation theory is employed. 

FEDERBUSH et al [720] made the similar consideration on the nucleon core current. 
as that on the 2x contribution to FY,(0o?). The spectral functions g, (07) are. 
related with the nucleon-antinucleon scattering amplitude as follows?) 


912(0?) = Re(F}(— o?) (NN|NN) + F3(—o 2) (NN|NN)), 


and the unitarity condition on the scattermg amplitude (NN |NN) gives us the 
upper limit of the nucleon current contributions to us. The obtained result is 
very small, implying that the nucleon current contributes little to u;. The calculated 
results of ws and (7}); are given in Table X for the static and relativistic pertur- 
bation theories. Also the upper limits of us and (r}); imposed by the unitarity 
condition are given. The results show that the static as well as relativistic pertur- 
bation calculations are appearently violating the unitarity condition and they are 
not to be trusted as far as the isoscalar nucleon current is concerned. However 
the very small upper limits on ws and (r?); obtained are difficult for us to under- 
stand?) and it is desirable to clarify this point further. 


") The following expression comes not only from the core current but also from the part of 
the vacuum polarized nucleon pair current (C), when we calculate (NN|NN) beyond the 
lowest order perturbation. 

*) In obtaining the upper limits only the NN + NN scattering amplitude in 38; state was 
taken into account and that in *D state was neglected. We think that this is a rather poor 
approximation, because the large and negative ys of the core current come from the spin-flip 


of the nucleon core by the pion emission or absorption and the limitation of (NN|NN) on 
the *S) scattering amplitude corresponds to suppress the spin-flip very much. 
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Table X. The values of (r?), and jus due to the nucleon core current calculated in the static 
theory and the relativistic perturbation theory [120], [127]. 
a ee ee, 

static rel. pert. 

theory theory 

ee ee 


unit unitarity 


5 | 
(Ds ie 0.41 |(r2)5| ( 0.003 
e > 
bs on —0.34 | —1.69 |ms| (0.11 


C) Current of vacuum polarized nucleon pairs 


— 3x state contribution — 


According to the spectral representation of the nucleon form factors (Eq. (37)) the 
lowest massive intermediate states contributing to the isoscalar charge and magne- 
tic moment distributions are the 37x states. The distributions extend to a distance 
of an order of 1/3 and other contributions by such as 5x, 7x, ... states do not 
reach to such a distance. The range of distribution due to the nucleon core current 
is very small and < 1/2m (Eq. (38)). Thus the 3x state contributions are expected 
to explain most of the outer parts of the isoscalar distributions. The importance 
of the 3x state contributions was first emphasized by Tamm [138] and studied 
extensively by Humpa et al [7/6]. 

The physical aspects of the 3x contributions may be illustrated by a model where 
the three pions are replaced by a neutral isoscalar vector meson 9° [139]. The iso- 
scalar charge and magnetic moment are due to the nucleon pairs produced in 
vacuum by the o° field of the nucleon. Since the nucleon has the isoscalar charge 
+ 1/2 and the antinucleon —1/2, the nucleons repel with each other and the anti- 
nucleon and nucleon attract. Thus the antiproton in the polarized vacuum is 
located nearer to the core nucleon than the proton in the vacuum, resulting in a 
positive charge distribution outside and a negative one inside. The total amounts 
of the charge of the two distributions are equal and opposite contrary to the vacuum 
polarized charge by a Coulomb field, where some of the charges disappear away 
into oo [140]. 

Although the 3x state contributions are different in detail from the polarized 
current by ¢° field, the qualitative features described above will be expected to 
remain. The outside distribution of the positive charge due to the proton in vacuum 
and the large range (< 1/3) of the distribution are favourable to explain the large 
positive (77). 

The quantitative calculation of the 3x contributions are very difficult and only 
the perturbation calculations have been performed (Figs. 20) [1 16}. Since no 
quantitatively reliable method exists for calculating the nucleon loops in Figs. 20, 
a phenomenological method was proposed by various authors [116], [141], [142]. 
In this method the 3x —y interaction through the nucleon loop is approximately 
represented by an effective interaction H3ny = i4e/- euvig A, 9/0 Ly + Ops 0.x, « 
- 093/02). The form of this effective interaction is obtained in the limit of long wave 
lengths of the three pionsand y-ray compared with the spatial extension of the nucleon 
loop. The value of A should be determined phenomenologically and represents the 
effective radial dipole moment of the vacuum polarized nucleon pairs. The rela- 
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tivistic perturbation calculation of the nucleon loop gives Apert = (8/z) f?, but no 


reasonable estimate of 2 has been made. 
Use of H3,, simplifies the calculation of Figs. 20 and both the static [141] and 
relativistic [127], [142] calculation were performed in this approximation. ee 


10 


lim g§ (0?) /e 


(0*)/e 


0 100? (2m)? Ce 
lim 93 (o?)/x£. 


2 
93 (O)/£, 


0 100? (2m)? o? 

Fig, 21. The spectral functions of the isoscalar part of the nucleon form factors (contribution of the three-pion 
intermediate states). gj,2 (62) are calculated with the relativistic perturbation theory and lim 93,2 (a?) 
are their static limits. The effective Hamiltonian A354 was used and 4 was set equal to 4 pert. 


et al [127] compared [98 , (07) |tatie With lim», [90 (0) Ire (Fig. 21a and Fig. 21 b) 
and showed that the s-wave pion correction is less than 20° for all o2. For the 
finite value of m this means that the s-wave pion correction is small for o2 < (2m)z 
On the other hand the s-wave effect represented by diagrams such as Fig. 22 
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vould become very large for o2 > (2m)? in the lowest perturbation and the higher 
order corrections must be included before to draw any conclusion on the magnitude 
of the s-wave effect. Therefore we take a cut-off momentum o,.. — 2m and show 
the calculated values of Q,,(r?),, and Hs in Table XI. sid 


Table XI. The values of Qs, (r2)s, and us due to the vacuum polarized nucleon pairs calculated 
in the static and relativistic perturbation theories [141], [142]. 


—————— eee 
| 


ayaa static relativistic 
(Coax = 11 HA) (Cae == 2 m) 
Os e | 1.9 | 0.44 
. | 1 
(r})s ie 0.04 0.04 
e aS 
Ms Im 2.7 0.60 


Phe value of / is taken as 2 = Apert. The calculated (r})s is smaller than required 
and a larger 2 seems to be needed. Although we have no reliable knowledge on 
H3,y, it contributes not only to the nucleon structure but also to the y—z and 
y—2zx processes. For instance the angular distri- 

putions of pions in the y—7z process at low ener- 

zies are reasonably well understood without an N 

nteraction such as H3,-, and the introduction of 

13.» With a large J is very unlikely. Detailed study 

mn the angular distribution [142] indicates 2< Apert. IC 

The calculated value of us has the opposite sign with 

that of the experiment and is pretty large. Since the 


three pion states may not dominate yw,, this would IC ip 
not be very serious. 
[he preliminary study of the 3x state contributions IU 


oy perturbation shows that the results are qualita- 

sively good but still some higher order effects are 

aeeded to bring a large enough (r7),. The most pro- 

mising mechanism to enhance the 3x contributions _ Fig.22. An example of the Feynman 
may be found in the pion-pion interaction as it was placer er aes cleans 
she case for the 27 isovector contributions. Since the in the s-state and one is in 
37 state has = 0, J = 1, and the odd parity, any pair The D-st ate: 

of pions among 37x form J = 1 and therefore J = 1 

state.t) This 2x state with J = J =1 is one in which the strong interaction was 
xeeded to explain the isovector part of the nucleon structure and the same in- 
eraction are now being required to enhance the 37 state contributions. If 37 
nake a bound state with J = 0and J = 1 [143], this corresponds to the vector 
neson proposed by Namsu [139]. 

No quantitative approach has been made on the effect of the pion-pion inter- 
yction upon the 37x state contributions. Yet we may say that a plausible mechanism 
0 explain the isoscalar charge distribution is in the 3x state contribution enhanced 


) Higher odd values of J(= 3, 5,.. .) are possible, but for low momentum transfer o = 3y 
he lowest value J = 1 seems to be most important. 
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by the pion-pion interactions. As for ys, effects from higher configurations tha 
3x states are presumably important and little can be said from the above analysis 
Probably an interesting point is that the nucleon core current gives a large an 
negative ys and the vacuum polarized nucleon current predicts a large and post 
tive ys. The observed small and negative u; may probably be obtained by a mor 

or less accidental cancelation of these opposite contributions as well as othe 

contributions from the current of higher configurations. | 


§ 7. Concluding Remarks 


In § 1 ~ §6 we have discussed the experimental and theoretical status of the level 
structure and electromagnetic structure of the nucleons. Although no quantita- 
tively reliable arguments have been done, the present pion theory seems to give 
us a possible basis for the qualitative understanding of the nucleon structure. 
Main efforts have been devoted to the study of the cause of the resonance states in 


N N N N 
IC IC IC It 
N a N, -- , ¥ N, 7 
N NV NV N 
) b) c) d) 


Fig. 23. Diagrams representing various different 27 current contributions. 


terms of the relatively long range forces, the p-wave pion-nucleon interaction with 
not very large momentum transfers (¢ << m) and the pion-pion interaction, and 
the study of the outer part of the electromagnetic structure of the nucleon. In- 
spite of their fair success the pion-nucleon interactions with shorter ranges seem 
to be essential for the very occurence of the resonance states and the inner part 
of the electromagnetic structure for the understanding of the anomalous magneti¢ 
moment. 

The level structure and electromagnetic structure of the nucleon have been dis- 
cussed more or less independently. Generally speaking the connection between the 
two phenomena is expected to be rather loose and even an existence of a sharp 
resonance will not produce a marked behaviour on the electromagnetic structure, 
For instance if we visualize an excited state as a pion moving around a nucleon 
in a definite orbit [46], the pion wave function is extending over a fairly large 
spatial region and thus corresponding to a rather wide and smooth distribution 
of the electromagnetic structure. Furthermore the pion wave function of the 
actual excited states are appreciable up to higher momentum components as was 
stressed in §2 and thus no closer connection with the outer electromagneti¢e 
structure than with the inner one is expected. 

Let us take as an example the isovector part of the electromagnetic structure due 
to the pion current. In the dispersion theoretical approach the most extended 
pion current is represented by the 2x contribution (Figs. 14), which can be a 
sum of the different contributions (Figs. 23). These diagrams are not ordinary 
Feynman graphs and the intermediate xz, N, IN.) =< -s0 Ne nes correspond to 
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the propagation of the physical z,N,N,, ---, Ny, -+> particles. Here N, is the 
n-th eigenstate of the total Hamiltonian with the baryon number +1 and may 
be called as the n-th excited state of the nucleon. In the static theory essentially 
the same diagrams are taken into account as the pion current contribution. Only 
difference is that N, is treated nonrelativistically and the various vertecies (NNz, 
NN,z, «+ +, xy) are evaluated by the ordinary static couplings. 

The calculation in the static theory shows that the main contribution comes from 
Fig. 23a. The correction term due to Fig. 23b is shown to be small and the contri- 
butions from the other diagrams (Fig. 23c...) are neglected. Similarly in the 
relativistic dispersion theoretical approach the contributions due to those inter- 
mediate states where the excited nucleon N,, is found are expected to be small. 
The reason why the sharp resonance N,, N,, or N, does not cause appreciable 
effects on the outer part of the pion current distribution may be due to its small 
width itself. Namely these resonances are excited when the pion-nucleon total 
energy is very near to one of these resonance energies and the probability for such 
an excitation becomes very small for other energies. Since the zNN,, xzNN,, or 
mNN, vertex appearing in Fig. 23b, 23c, or 23d corresponds to the N,, N,, or Ng 
excitation by a negative energy pion,') the total nucleon-pion energy is far off 
from the resonance energy and no appreciable effect was found in the electro- 
magnetic structure. Convergence of the sum of the contributions from Figs. 23a, 
23b --+ seems to be obtained in the static theory as well as in the relativistic 
dispersion theory as being expressed by the unitarity condition for the latter. 

The short range isovector distributions contributed by the 4x, 6x, -- - inter- 
mediate states as well as the isoscalar distributions by the 3x, 5z, - - - intermediate 
states appear only in the relativistic theory where the vacuum polarization current 
is taken into account. Convergence of the sum of these contributions are expected 
good for evaluating (r7,)y,; as well as the higher moments of the charge and 
anomalous magnetic moment distributions, but poor for evaluating wy, ; and Qy s. 
No reliable discussion on the convergence problem has been done. 

Little discussion has been made on the nucleon core current and no discussion on 
the strange particle current. The small observed ws requires more quantitative 
understanding of these inner current contributions to the electromagnetic structure 
and the condition for the oceurence of the excited states examined in §2 requires 
more knowledge also on the inner structure of the nucleon. 
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Quantenlogik 
P. MrrreLsTaEDT 


Mazx-Planck-Institut fiir Physik und Astrophysik, Miinchen 


I. Emleitung 


Das vorliegende Referat behandelt die Begriindung und Formalisierung der 
Quantenlogik. Unter Quantenlogik versteht man einen von der iiblichen klas- 
sischen Logik abweichenden Logikkalkiil, der diejenige ,,.Logik* darstellt, die fiir 
Aussagen iiber Messungen an quantenphysikalischen System giiltig ist. 

Unter Verwendung der durch v. Neumann [/] angegebenen Formulierung der 
Quantentheorie war bereits 1936 von BrrKHOFF und v. NEUMANN [2] die Theorie 
der abgeschlossenen Linearmannigfaltigkeiten des Hi~BpERT-Raums von einem 
verbandstheoretischen Gesichtspunkt her genauer untersucht worden. Auf Grund. 
der formalen Ahnlichkeiten dieses Verbandes mit dem Verband der klassischen 
Logik und im Hinblick auf die Interpretation, die abgeschlossene Linearmannig- 
faltigkeiten bzw. Projektionsoperatoren im Rahmen der Quantentheorie er- 
fahren, vermuteten die Verfasser, daB sich der Kalkiil der abgeschlossenen Linear- 
mannigfaltigkeiten als eine Logik quantenphysikalischer Aussagen interpretieren 
lasse. 

Die Frage, inwiefern die Theorie von BrkHOFF und v. NEUMANN als eine ab- 
geanderte Logik im inhaltlichen Sinne des Wortes verstanden werden kénne, 
konnte jedoch solange nicht sinnvoll untersucht werden, als man im Rahmen 
der von HiiBerr u. a. [3, 4] ausgearbeiteten axiomatischen Methode unter Logik 
ein formales System von nicht naher begriindeten Axiomen verstand. 

Jedoch wurde diese Interpretationsfrage angreifbar im Rahmen der neueren 
Entwicklung der Logik. Die im Anschlu8 an Sxkotem [5] insbesondere von 
LoRENZEN [6, 7] ausgearbeitete operative Auffassung der Logik begreift die Ge- 
setze der Logik als Regeln, deren Evidenz sich aus einer Reflektion iiber die 
Moglichkeiten des schematischen Operierens in Kalkiilen ergibt.1) Aber auch 
unabhangig vom Kalkiilbegriff lieB sich die Logik fiir eine sehr groBe Klasse 
von Aussagen als Evident nachweisen (Kap. II). 

Im Rahmen dieses Begriffs von Logik konnte dann die Frage untersucht werden, 
ob fiir quantentheoretisch-physikalische Aussagen die Evidenz logischer Gesetze 
im Sinne der operativen Logik gezeigt werden kann [8, 9]. Dabei stellte sich her- 
aus, daf} dies nur fiir die sogenannten kommensorablen Aussagen moglich ist, 
wahrend fiir allgemeine Aussagen tiber MeBergebnisse an quantenphysikalischen 


*) Eine kurze Darstellung der wesentlichen Gesichtspunkte der operativen Logik ist im An- 
hang angegeben. 
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Systemen nur einige dieser Gesetze noch als giiltig und evident nachgewiesen 
werden konnten (Kap. II). 

Hin Vergleich dieser eingeschriankten Logik mit der von BrrKHorr und v. Nav- 
MANN angegebenen Theorie abgeschlossene Linearmannigfaltigkeiten zeigte 
weiter, dali diese Theorien vollig iibereinstimmen, sowohl was die Definition 
der logischen Partikeln ,,und‘‘, ,,oder“ und , nicht“ anbetrifft, wie auch im Hin- 
blick auf die zwischen diesen Partikeln giiltigen Gesetze. Durch eine genaue 
Analyse der verschiedenen logischen bzw. quantenlogischen Gesetze von einem 
verbandstheoretischen Gesichtspunkt konnten zahlreiche wichtige strukturelle 
Unterschiede zwischen der klassischen Logik und der Quantenlogik besonders 
dJeutlich gemacht werden (Kap. III). 

Obwohl man auf diese Weise eine exakt formulierbare Logik quantenphysika- 
ischer Aussagen erhalt, ist es doch fiir zahlreiche Fragestellungen zweckmabig, 
an Stelle dieser Objektlogik zu einer metalogischen Formulierung iiberzugehen, 
die sowohl mehr dem physikalischen Sprachgebrauch entspricht [10], als auch 
vom inhaltlichen Gesichtspunkt aus leichter zu iibersehen ist. Es soll in Kap. IV 
dargestellt werden, wie sich eine solche Metasprache in enger Anlehnung an die 
sogenannten Modalkalkiile sehr durchsichtig formulieren lat. Dabei wird dann 
uch eine spezielle Art von Mehrwertigkeit der untersuchten Logik in Erscheinung 
treten, was bei der objektsprachlichen Formulierung nicht der Fall ist. 

Das vorliegende Referat beschrankt sich auf die Frage der Begriindung der 
Quantenlogik im Sinne einer operativen Logik und auf die genaue Formalisierung 
Jer fiir die Quantenlogik bzw. den quantenlogischen Modalkalkiil wichtigen 
Kalkiile. Diejenigen noch im FluB befindlichen Untersuchungen, die, von diesen 
Ergebnissen ausgehend, durch die Einfiihrung mehrerer Sprachschichten Ver- 
ullgemeinerungen der hier untersuchten Theorien betreffen [//] und einen direkten 
Zusammenhang dieser Sprachschichten mit dem Problem der mehrfachen Quan- 
fisierung vermuten, sollen in diesem Referat nicht besprochen werden. 


II. Begriindung der Quantenlogik 
II. 1. Das Problem der Begriindung von Logik und Quantenlogik 


Das Problem, das in diesem Referat besprochen werden soll, betrifft die Frage, 
nwieweit physikalische Aussagen den Gesetzen der Logik gehorchen. Dabei liegen 
lie Schwierigkeiten, diese Frage zu beantworten, nicht so sehr darin, eine sach- 
ich zutreffende Antwort zu finden, als in dem Problem, die Frage so zu prazi- 
jeren, da®B zirkelhafte Formulierungen vermieden werden kénnen. Es soll daher 
n diesem Kapitel zundchst der genaue Sinn der gestellten Frage diskutiert 
verden. ; 
Jnter einer physikalischen Aussage wollen wir hier eine Aussage tiber die réumlich- 
naterielle Wirklichkeit verstehen, wie sie sich uns zeigt, wenn wir uns messend 
ind beobachtend mit ihr befassen. Dabei soll jedoch die Einschrankung gemacht 
verden, daB wir nur solehe Phainomene diskutieren wollen, die von der Quanten- 
heorie und der dazugehérigen Theorie des Mefiprozesses vollstandig beschrieben 
verden kénnen. Damit sind sicher nicht alle Phanomene der raumlich-materiellen 
Virklichkeit erfaBt, es fehlen insbesondere alle die Vorgange, die sich bei sehr 
.ohen Geschwindigkeiten oder bei sehr hohen Energien abspielen. t 

Jie Frage, ob diese so definierten physikalischen Aussagen den Gesetzen der 
wogik gehorchen, mu jedoch noch genauer prazisiert werden. In der naiven 
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bisher gebrauchten Formulierung ist sie noch einigen teils formalen teils mehr 
philosophischen Einwanden ausgesetzt. Ohne hier auf die in der Geschichte der 
Philosophie von verschiedenen Gesichtspunkten aus diskutierten Frage nach dem 
Wesen der Logik selbst im einzelnen einzugehen, sollen jedoch die erwahnten. 
Hinwainde gegen die hier zu untersuchende Problemstellung insoweit besprochen 
werden, als dies fiir eine genaue Formulierung der erOrterten eee 
erforderlich ist. | 
Ein wesentlich formaler Einwand beruht auf der Feststellung, da die hier unter- 
suchte Wirklichkeit durch die Quantentheorie beschreibbar sein soll. Anca ae 
iiber diesen Teil der Wirklichkeit kénnen also durch quantentheoretische Aus- | 
sagen ersetzt werden. Bei einem solchen Vorgehen besteht jedoch die Gefahr, 
dai bei der Formulierung der Quantentheorie Logik bereits im Ansatz verwendet | 
wiirde, so daB die Frage, ob die einzelnen Aussagen der Theorie den logischen | 
Gesetzen gehorchen, in sich zirkelhaft ware. | 
Um dies zu vermeiden, bedienen wir uns der auf Lurepniz zuriickgehenden Idee 
der Kalkiilisierung einer Theorie [7]. Damit ist gemeint, da wir die Theorie 
in der Form eines sogenannten Kalkiils-umschreiben. Unter einem Kalkiil ver- 
stehen wir dabei ein System von Regeln, das es gestattet, durch rein schematisches 
Operieren nach diesen Regeln gewisse Figuren zu konstruieren. Kalkiile setzen 
keine Wissenschaft der Logik voraus, sondern nur die Fahigkeit, nach Regeln 
schematisch zu operieren. | 
Wir werden dann fragen, inwieweit sich physikalische Aussagen als konstruierbare 
Figuren eines Kalkiils auffassen lassen. Dies wird fiir eine groBe Klasse von Aus- 
sagen der Fall sein, jedoch nicht fiir die spezifisch quantentheoretischen MeB- 
ergebnisse. Es wird aber auch hier gelingen, die Theorie in gewisser Hinsicht als 
einen Kalkiil aufzufassen, in dem jedoch die Méglichkeiten des schematischen 
Operierens gegeniiber emem wirklichen Kalkiil etwas eingeschrankt sind. Ein 
solches System von Regeln, welches ebenso wie ein Kalkiil keine Logik, sondern 
nur die Fahigkeit des schematischen Operierens voraussetzt, wollen wir als einen 
Quasikalkiil bezeichnen. 

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir dann die Frage untersuchen, ob die 
Logik in der Natur, die wir durch Kalkiile bzw. Quasikalkiile beschrieben haben, 
gilt. Dabei wird sich herausstellen, daB dies fiir die Aussagen der sogenannten 
klassischen Physik immer der Fall ist, daB aber die Aussagen, die sich auf die 
MefSergebnisse an quantenmechanischen Systemen beziehen, nur einer stark ein- 
geschrankten Logik gehorchen, die wir als Quantenlogik bezeichnen wollen [2, 10]. 
Kine zu diesen Uberlegungen analoge Behandlung des Problems der Giiltigkeit 
der Logik, welche den Kalkiilbegriff vermeidet und nur sehr allgemeine Eigen- 
schaften quantenphysikalischer Aussagen verwendet, soll in Kap. II.5 dargestellt 
werden. Diese Eigenschaften werden wiederum protologischer Natur sein und 
keine Theorie der Logik voraussetzen. 

Ks wird sich dabei zeigen, dais den klassisch-physikalischen Aussagen stets die 
Kigenschaft der ,,unbeschrankten Verfiigbarkeit‘* zukommt, wahrend die spezi- 
fisch-quantenphysikalischen Aussagen nur die schwachere Eigenschaft der ,,be- 
schrankten Verfiigbarkeit** besitzen. Ahnlich wie in Kap. [1.4 wird sich dann 
ergeben, da fiir unbeschrainkt verfiigbare Aussagen die klassische Logik gilt, 
wahrend fiir die nur beschrankt verfiigbaren Aussagen, also die Aussagen iiber 
Messungen an quantenphysikalischen Systemen, nur die Quantenlogik gilt. 

Kin mehr philosophischer Hinwand basiert auf der Feststellung, daB unter Logik 
die allem Denken immanenten Gesetze zu verstehen seien, deren Giiltigkeit sich 
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preh die diesen Gesetzen eigene Evidenz erweise und nicht an jedem speziellen 
xegenstandsbereich besonders nachgepriift zu werden braucht, weshalb die Frage 
ach der Giiltigkeit dieser Logik in der Natur keinen genauen Sinn habe. Die 
m folgenden durchgefiihrten Untersuchungen werden jedoch zeigen, daB die 
‘rage der Giiltigkeit der Logik in dieser Form gar nicht zur Diskussion steht. 
Vir werden vielmehr ausdriicklich von der Tatsache Gebrauch machen und dies 
uch im einzelnen ausfiihren, da®B logische Gesetze zwischen Aussagen tiber Wirk- 
iches in einem noch naher zu prazisierenden Sinne evident sind, wenn nur dieser 
Virklichkeit gewisse sehr allgemeine Ziige zugeschrieben werden kénnen. Diese 
Iigemeinen Ziige sollen in Kap. II.2 und 3, und da es sich speziell um die Unter- 
uchung einer mathematischen Theorie, nimlich der Quantentheorie, handelt, 
urch die Kalkiilisierbarkeit der Aussagen ersetzt werden. Die Evidenz der Logik 
st jedoch nicht an diese spezielle Formulierung gebunden, sondern kann in einem 
resentlich allgemeineren Rahmen gezeigt werden, wie in Kap. II.5 dargestellt 
rerden soll. Aber gerade diese allgemeinen Ziige, die wohl in der philosophischen 
‘radition stets Wirklichem iiberhaupt zugeschrieben wurden, liegen im Bereich 
er quantentheoretisch-physikalischen Wirklichkeit nicht allgemein vor, so daB 
Iso nicht die Giiltigkeit und Evidenz der Logik in Frage steht, sondern die 
xistenz eben jener Wirklichkeit, an der sich die Evidenz der Logik iiberhaupt 
rst erweisen kénnte. 

8 scheint daher, als werde durch diese Umstiande eine Situation geschaffen, in 
er zwar nicht Logik selbst, wohl aber die ihr zugrunde liegende Wirklichkeit 
Is empirisch gegeben betrachtet werden mu. Wir werden jedoch sehen, daf 
ies nur teilweise der Fall ist. Die einfach empirisch gegebenen MeBergebnisse 
ehorchen aus eben demselben Grunde wie die Aussagen der klassischen Physik 
er klassischen Logik. Die spezifisch quantentheoretisch-physikalische Wirklich- 
eit entsteht erst, wenn man diese Mefergebnisse innerhalb des allgemeinen 
rkenntnistheoretischen Konzepts, daB der Physik zugrunde liegt, interpretiert. 
‘tir den hier untersuchten Fall heiBt das, daB die Aussagen der quantentheoretisch- 
hysikalischen Wirklichkeit nicht einfach Mefergebnisse sind, sondern die im 
tahmen der statistischen Deutung der Quantentheorie interpretierten experi- 
r1entellen Resultate. Fiir diese Aussagen aber gilt nicht mehr die klassische Logik, 
ondern die Quantenlogik. 


II. 2. Der physikalische Aussagenbegrift 


Im zunaichst den Begriff der physikalischen Aussage genau festzulegen, wollen 
ir hier diejenige Formulierung der Quantenmechanik verwenden, die sich des 
egriffs der ,,Eigenschaft“ eines physikalischen Systems S bedient [Z]. Eigen- 
chaften sind zum Beispiel, dai} gewisse Observable von S bestimmte MeBwerte 
esitzen, oder daB die MeSwerte in einem vorgegebenen Wertbereich liegen usw. 
lm alle diese Eigenschaften in einer einheitlichen Weise zu schreiben, ftihren 
ir die folgende Definition ein: Liegt der quantenmechanische Zustand |?) eines 
orgegebenen Systems S in einer abgeschlossenen Linearmannigfaltigkeit M4 
es Hirpert-Raumes (die natiirlich auch aus einem einzigen Zustand ip) be- 
hen kann), so wollen wir sagen, dafi das System S die Kigenschatt Ei, hat. 
as ist genau dann der Fall, wenn P,4 2) =='|q) gilt, wobei er der aut M, 
rojizierende Projektionsoperator ist. Da Py, ein linearer, selbstadjungierter 
perator mit den Eigenwerten 1 und 0 ist, kann man P, als den Operator einer 
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Observablen auffassen, die die MeBwerte 1 und 0 hat. Das Vorliegen des Higen- 
wertes 1 besagt dann, da das im Zustande | p) befindliche System S die Eigen 
schaft E, hat. Bei Vorliegen des Eigenwertes 0 liegt |g) in My’ = H — M,,, 
so daB S die Kigenschaft Hy’ besitzt. 

Unter einer physikalischen Aussage A wollen wir weiter die Behauptung ver- 
stehen, daB der quantenmechanische Zustand | p) des untersuchten physikalische 
Systems in einem Unterraum M, liegt, was nach der oben eingefiihrten Reda 
weise auch heiBt, daB das System S die Eigenschaft #, hat. Ist P, der Projektions-. 
operator, der auf M, projiziert, so werde also A durch 


7 
A=P,|9)=|9) | 
| 


definiert. (Das Symbol = verwenden wir stets fiir Definitionen.) Dieser Aussage-: 
begriff ist insofern allgemein genug, als sich alle durch ein Experiment gewonnenen| 
Ergebnisse in die Form einer solchen Aussage bringen lassen. 
Die Quantentheorie zeigt nun, daB man zwei Sorten von Higenschaften streng 
unterscheiden mu. Einerseits namlich gibt es Eigenschaften H,,- Ey, ..., Ey, 
die man in einem System in beliebiger Reihenfolge messen kann, ohne daf das 
Ergebnis der Messung dadurch irgendwie beeinfluBt wird, und die man daher als. 
kommensurabel bezeichnet. Dies ist dann genau der Fall, wenn die den Eigen- 
schaften H,, E,, ..., Hy entsprechenden Projektionsoperatoren alle paarweise 
miteinander vertauschbar sind. Dies ist jedoch ein selten realisierter Spezialfall. 
Im allgemeinen wird das im Zustand |y) befindliche System irgendwelche Higen- 
schaften Hy, Hz, Hg gar nicht in einem objektiven Sinne besitzen [J, 10, 13]. 
Trotzdem sind diese Eigenschaften in einem gewissen Sinne mefbar: Durch den 
MeBprozeB wird namlich der Zustand | g) in einer solchen Weise verandert, dab 
in dem neuen Zustand |y’)H4 gemessen werden kann, ohne dafi dadurch das 
System beeinfluBt wird. Da verschiedene Eigenschaften H4, Hg im allgemeinen 
nur in verschiedenen Zustanden | v4), |yg) meBbar sind, wird die Messung einer 
Higenschaft Hz, das Ergebnis der vorausgegangenen H4-Messung méglicherweise 
wieder zerst6ren, weshalb es nicht modglich ist, die Eigenschaften #4, und Hz 
, gleichzeitig auf das System zu beziehen. Man bezeichnet sie daher als in- 
kommensurabel. Die gegenseitige Beeinflussung verschiedener Messungen kann 
man auch nicht nachtraglich beriicksichtigen, weil die Theorie iiber die Ver- 
anderung des Zustandes bei einer Messung keine genauen Aussagen machen kann. 
Sie liefert lediglich Wahrscheinlichkeitsaussagen, die sich auf den Ausgang sehr 
vieler gleichartiger Experimente beziehen. 


II.3 Die Logik der kommensurablen Eigenschaften 


In dem vorliegenden Abschnitt soll die Logik derjenigen Aussagen A, B, C unter- 
sucht werden, die besagen, dafs ein im Zustand |v) befindliches System S be- 
stimmte Higenschaften Hy, Hz, He besitzt, wobei angenommen werden soll, daB 
das Vorliegen dieser Eigenschaften gleichzeitig an dem betreffenden System durch 
eine Messung nachgewiesen werden kann. 

Die Logik dieser A, B, C soll im folgenden kurz als die Logik der kommensurablen 
Higenschaften bezeichnet werden. Ebenso werden wir der Einfachheit halber 
meist von den ,,EKigenschaften‘ A, B, C sprechen, soweit es keine Verwechslungs- 
moglichkeiten mit den oben definierten Ey geben wird. Die hier vorgenommene 
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eschrankung auf kommensurable Eigenschaften bedeutet, da® die Messung 
ieser GroBen den Zustand |~) des Systems nicht verindert, so daB mehrere 
olche Kigenschaften simultan an A gemessen werden kénnen. Mathematisch 
eiBt das, daB die entsprechenden Projektionsoperatoren unter sich und mit P 
aarweise vertauschbar sind. 

Jaraus folgt zunachst, daB das Vorliegen einer Eigenschaft E 4 an einem System 
enau dann experimentell verifiziert werden kann, wenn P ie) =|) gilt. Die 
1 der Quantentheorie ableitbaren Aussagen P,|q) = |e) geben daher eine 
ollstandige Information iiber den Ausgang von Experimenten, die zur Fest- 
tellung kommensurabler Eigenschaften dienen. 

is besteht daher eine eindeutige Zuordnung zwischen experimentellen Aussagen 
nd dem im Kalkiil Q der Quantentheorie ableitbaren Aussagen. Diesen Kaleal 
enken wir uns aufgebaut aus einigen experimentell gewonnenen Aussagen iiber 
len Zustand gy) des untersuchten Systems, die als Anfangsaussagen auftreten 
md samtlichen im Hi~pert-Raum giiltigen Beziehungen A — B, die Regeln 
les Kalkiil darstellen. Dem ,,Messen“‘ einer Eigenschaft Hy an S entspricht daher 
ineindeutig das ,,Nachsehen‘* in dem Kalkiil Q, ob A unter den ableitbaren Aus- 


agen ist. Diese Zusammenhange kénnen durch das folgende Schema verdeutlicht 
verden : 


Schema I 
Quantentheoretischer es Physikalisches 
Kalkiil Q System S 
| | 
;,Nachsehen“‘ ,. Messen“ 
| | 
Ableitbare Aussagen Se MeBergebnisse 
AB C. ALB, C 


Die Frage, ob fiir MeBergebnisse A, B, C die Logik gilt oder nicht, ist durch diese 
Zuordnung auf das Problem zuriickgefiihrt, ob die Logik fiir Aussagen eines 
Kalkiils gilt. 

Die Logik dieser A, B, C wird somit die Logik der Aussagen eines beliebigen 
Kalkiils sein, d. h. die effektive Logik. Dariiber hinaus lassen sich jedoch noch 
inige zusitzliche Regeln beweisen, da man hier auBerdem die explizite Form 
ler Aussagen kennt. Das tertium non datur, das effektiv nicht beweisbar ist, 
yehdrt zu diesen Regeln. Es sollen jedoch zuerst die effektiv beweisbaren Satze 
ungegeben werden, und die explizite Gestalt der Aussagen nur zum Beweis der 
usatzlichen Regeln verwendet werden. 

Inter Benutzung der expliziten Gestalt wird es weiter méglich sein, die mit den 
ogischen Partikeln zusammengesetzten Aussagen AAB, AV B, A—B explizit 
nzugeben. Es wird naémlich méglich sein, mit Hilfe der Operatoren P, und Pz 
ehr einfache zusammengesetzte Operatoren zu definieren, die den zusammen- 
esetzten Aussagen entsprechen. Von hier aus wird man dann einen einfachen 
fugang zu der Méglichkeit finden, zusammengesetzten Aussagen gewisse ab- 
yeschlossene Linearmannigfaltigkeiten des Himsert-Raumes zuzuordnen, ein 
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Verfahren, von dem insbesondere bei der Behandlung der eigentlichen Quanten-: 
logik in Kap. II.4 ausfiihrlich Gebrauch gemacht werden soll und wodurch man 
einen unmittelbaren Zugang zu der Theorie von BrrkHorr und v. NEUMANN [2] 
gewinnt. 

Die gleichen Verhialtnisse liegen auch in der gesamten klassischen Physik vor, 
da diese sich als ein Spezialfall der Theorie kommensurabler Higenschaften dar- 
stellen lit. Sowohl in der klassischen Physik als auch in der Quantentheorie 
kommensurabler Eigenschaften 1a8t sich daher die Anwendung der klassischen 


Logik rechtfertigen. : 


Die logischen Begriffe 


a) Die Relation A + B 
Wir gehen aus von Aussagen der Form : 
| 


P,\~) =|9). (IL.1). 


Zwischen diesen Aussagen mége eine Relation A — B definiert werden, die ent- 
sprechend zu dem im Anhang eingefiihrten operativen Sinn besagt, da, wenn A 
abgeleitet ist, dann auch B abgeleitet werden kann. In bezug auf die physikalische | 
Bedeutung von A und B heibt ,,>“*, daB aus der Messung von A folgt, daB auch B 
bei einer geeigneten Messung als zutreffend vorgefunden wird. Beziiglich der 
Relation A — B gelten dann die Regeln: ) 


AA, (11.2) 
A>B, B=+CSA—C. (11.3) 


Zum Beweis hat man zu zeigen, da die Benutzung dieser Regeln aus jeder Ab- 
leitung eliminiert werden kann. Wir wollen hierauf nicht naher eingehen. Benutzt 
man die explizite Form (II,1) der Aussagen, so ist A — B notwendig und hin- 
reichend dafiir, daB 

Ppa Py Pere P phe (11.4) 
gilt. 
Beziiglich der abgeschlossenen Linearmannigfaltigkeiten ist (11,4) aquivalent zu 


M,C My. (11.5) 


b) Die Konjunktion 
Sind A, B Aussagen im obigen Sinne, so fiihren wir die Konjunktion durch die 
Regel 

A,B+>ANB (11.6) 


ein. In dem Kalkiil der Aussagen A, B, der nicht das Zeichen A enthalt, ist dann 
(11,6) relativ zuldssig. Durch Inversion gewinnt man die weiteren Regeln: 


AeA Bae, (11.7) 
A GB eB, (IL.8) 
C.2,A uO => Be Abe (11.9) 
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Umgangssprachlich wiirde man A A B mit ,,d und B* iibersetzen. Unabhangig 
von (11,6) konnen wir (II,7,8,9) als Definitionen der Aussage A A B auffassen. 
Unter Verwendung der expliziten Form (11,1) folgt aus (II,7,8,9) (vgl. [8]) 


Panp= Pa: Pp. (11,10) 


P,- Px projiziert auf den Durchschnitt der zu P, und P, gehorigen Unter- 
raume M, und M>,. 


¢) Die Disjunktion 
Durch die Regeln 


A+>AVB, (IL.11) 
Baws (11.12) 


werden die Aussagen A \ B eingefiihrt. (I1,11,12) sind relativ zulassig in einem 
Kalkiil, der nicht das Zeichen v enthalt. Durch Inversion gewinnt man die Regel: 


A+>C, B+-CSAvVB—C. (TET3) 


Umgangssprachlich wiirde man A \ B mit ,,A oder B“ iibersetzen. (II.11,12,13) 
kann jetzt wieder als Definition der Aussage A \ B aufgefaBt werden, denn 
unter Benutzung der expliziten Form (II.1) der Aussagen ergibt sich, daB analog 
zu (11.10) (vgl. [8]) 

Paya=Pat+ Pp— PaPs (11.14) 


rilt. P4\, zp ist damit eindeutig festgelegt. 
P,,, Pz projiziert auf den von M, und Mz, aufgespannten Teilraum My, u Mz. 


1) Die Implikation 
Fiir die oben behandelte Implikation ,,—“ gelten auBer (II.2,3) in der operativen 
Logik noch die beiden weiteren Relationen 


AAA >B>B, (I1,15) 
AXC+>BSC+A—B. (11.16) 


Beide Gesetze kénnen wiederum dadurch als giiltig bewiesen werden, da sich 
hre Benutzung in jeder Ableitung eliminieren ]aé8t. Man kann (I1.15, 16) aber 
uch als Definition einer neuen Aussage B— A auffassen, wenn man -> wie 
yisher den Pfeil —> deutet und statt A — B jetzt B— A schreibt. (11.16) besagt 
lann, dafS B— A die obere Grenze derjenigen Aussagen C ist, die A AC +B 
rfiillen. 
Inter Benutzung der expliziten Form (II.1) der Aussagen folgt, dali wegen 
1.15, 16 (vgl. [8]) 

Paag=1—Pa + PaPo. LT7) 


Js ist interessant, an Hand von (II.17) den Zusammenhang mit der frither ein- 
efiihrten Relation ,,>“‘ zu untersuchen. Man sieht namlich leicht, dai bereits 
ffektiv gilt: 

A>BeV->B—A, (L1.18) 


q 
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wobei V ,,das Wahre“ eine Aussage ist, fiir die alle Regeln V — A zulassig sind. | 
Zum Beispiel ist B — B fiir beliebige B eine solche Aussage. Unter Verwendung 
der expliziten Gestalt bedeutet (11.18) 


PP, =|PyP, eS Peewee (11.19) 


P,-,4 ist also der Einheitsoperator, wenn A > B giiltig ist. Es liegt nahe, diesen” 
Sachverhalt im Rahmen einer ,,Metalogik‘‘ so zu interpretieren, dai B— A 
dann ,,wahr“ ist, wenn zwischen A und B die Relation A + B besteht. B — A) 
ist ja jetzt nicht mehr als eine Relation, sondern als eine Aussage aufzufassen. ; 
(Vgl. dazu Curry [12].) t 
Der Zusammenhang mit der Theorie der linearen Unterréume des HILBERT- 
Raumes ist hier der, dab 


Penal = PAP Ps (11.20) 


auf den Unterraum My vu (H — M4) projiziert, also auf alle Teilrdume, die aus 
Linearkombinationen der Elemente von Mz und von H—M, bestehen. Wir 
werden hierauf im Zusammenhang mit der Negation noch einmal zuriickkommen. 


e) Negation 

Zur Definition der Negation nehmen wir an, daB der Kalkiil eine A-Aussage 
enthalt, also eine Aussage, die fiir alle Aussagen A die Relation A — A erfiillt. 
In den hier untersuchten Kalkiilen wird stets eine A-Aussage existieren. Zur 
EKinfiihrung der Negation verwenden wir dann die in der Formalisierung der 
intuitionischen Logik verwendete Definition: 


=A =A—A. (11.21) 

Auf Grund dieser Definition gelten dann die beiden Satze: 
AA-A—A, (II.23) 
ANB>+>AS>B>— A. (11.23) 


Die explizite Form der Aussage — A ist auf Grund der Definition leicht zu finden. 
Zunachst ist fiir alle A: Px, = P,P, also P, =0. Nach (11.21) ist weiter 
—A =A —A, so daB wegen (I1.20) folgt: 


Peel = Pe (11.24) 


P= 4 projiziert also auf den zu M, totalsenkrechten Unterraum H—M 4. Aut 
Grund von (II.24) laBt sich iiber die effektive Logik hinaus beweisen, da alle 
Aussagen stabil sind, also 


= Tar A => A, (I1.25} 
da 


Poriag=1 (1 1S a Ware 


Das tertium non datur 


VreAvVAA (11.26) 


ist also fiir alle Aussagen relativ zuldssig. Dariiber hinaus kann man (11.26) hier 
wegen (11.14) und (IT.24) auch direkt beweisen, denn es alt: Pye une: 


Panwa 24a ad— Paes peas (11.27) 
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Wir fassen noch einmal die im vorangegangenen Abschnitt gewonnenen Dar- 
tellungen der logischen Begriffe zusammen. 


A Py M, 

= A te. Py H—M, 
AWB PP M,0M, 

Av B P,+P,— P,P; M,uM, 
A—B 1— P,p+ P,P, M,u(H — Mz) 
A—>B Py =P a Ps M,< Mz. 


Hiir diese Begriffe wurden zunachst im Rahmen der effektiven Logik die folgenden 
Satze bewiesen: 


A>A (11.28) 
A+B, B>C>S>A>C 

ANB+A 

AAB SB 


A+>AvB 

B>AvB 

A>-C, B=~CSAvVB>C 
AvA~>B2»>B 

(10) AAC+SBSC+A-—B 

(11) ANAASA 

(12) AAC SADSC->-—A. 


(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) C+A, C—>BSC+AAB 
(6) 
(7) 
(8) 
(9) 


Unter Benutzung der expliziten Form der Aussagen konnte dariiber hinaus ge- 
zeigt werden, daf alle Aussagen stabil sind: 


A — Sr | ee A (11.29) 
und das tertium non datur 
V>AV-AA (11.30) 


cilt. 


IL.4 Die Logik der inkommensurablen Higenschaften 


Die im vorangegangenen Kapitel behandelte Logik der kommensurablen Kigen- 
schaften ist eine Logik, die fiir alle Aussagen gilt, die simultan an einem physika- 
lischen System gemessen werden kénnen. Man kénnte daher versucht sein zu 
meinen, daf damit das Problem der Logik in der Quantentheorie abgeschlossen 
werden k6nne, da man sich fiir alle weiteren Aussagen, die ja nach Voraus- 
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setzung nicht mehr gleichzeitig meBbar sind, gar nicht zu interessieren brauchte. 
Dagegen ist jedoch der EHinwand zu erheben, daB es eben eine der bemerkens- 
werten Ergebnisse der Quantentheorie ist, daf’ man an einem gegebenen System 
jede beliebige Eigenschaft #4 messen kann. Denn die Behauptung, da #4 mit 
einer anderen Eigenschaft Hz nicht gleichzeitig mefbar ist, besagt ja nicht, 
daB H, nicht gemessen werden kann, wenn Hz schon gemessen ist, sondern daB 
die Messung von Ly das Resultat der vorangegangenen H-Messung ganz oder 
teilweise zerstort. 

Unter diesen Umstiinden liegt es nahe, sich nicht auf die Untersuchung einer 
bestimmten Klasse kommensurabler Eigenschaften zu beschranken, sondern diese 
zur Klasse aller meSbaren Eigenschaften zu erweitern. Denn oft wird es gar nicht 
bekannt sein, ob zwei Eigenschaften #4 und Hz kommensurabel sind oder nicht, 
so daB es sinnvoll ist, von vornherein beliebige Eigenschaften in Betracht zu 
ziehen. Es soll daher in diesem Kapitel die Frage untersucht werden, ob sich die 
fiir die kommensurablen Eigenschaften gefundenen logischen Regeln ganz oder 
wenigstens teilweise auf die Klasse beliebiger Eigenschaften tibertragen lassen, 
was dann zu einer ,,Logik“ allgemein inkommensurabler Higenschaften fiihren 
wiirde. 

Bei kommensurablen Aussagen war oben die Giiltigkeit der Logik dadurch gezeigt 
worden, daf eine eineindeutige Abbildung der physikalischen Aussagen auf 
Kalkiilaussagen angegeben werden konnte. 

In der Quantenmechanik allgemein inkommensurabler Eigenschaften versagt 
das obige Abbildungsschema. Zwar ist es méglich, dem unbeobachteten System. 
eindeutig den Formalismus der Quantentheorie zuzuordnen, fiir die MeBergebnisse 
ist dies jedoch nicht moglich. Die Messung einer beliebigen GréBe H, veraéndert 
namlich den Zustand des Systems in einer solchen Weise, daB der neue Zustand 
ein Kigenzustand von Py, ist. Da ein entsprechender Vorgang beim ,,Nachsehen‘* 
in einem Kalkiil naturgemaf nicht méglich ist, versagt hier die Zuordnung der 
Me8ergebnisse zu den ableitbaren Aussagen. | 
Man kénnte natiirlich daran denken, den MeBapparat WM, der diese stérenden’ 
Wirkungen auf das System ausiibt, mit in das System einzubeziehen, so daB 


Schema IT 
Quantentheorie von S Physikalisches System S 
und = und 

Theorie des MeBprozesses MefBgerat MW 
| 

,,Nachsehen ‘‘ ..Ablesung*‘ 
| 

Einzelmessungen 
Ab, C 


¥ \ 


Statistische Aussagen 
tiber Gemenge 


Statistik der Messungen 
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(S + M) das neue System ist, und die Messung sich auf die reine Ablesung der 
Resultate reduziert. Dieser letzte Schritt ist insofern unproblematisch, als er 
kein spezifisch quantentheoretisches Element mehr enthalt. Man sieht jedoch 
leicht, da man durch ein solches Vorgehen wenig gewinnt (vgl. dazu Schema IDE 
Dem System (S+ 1) hatte man die Theorie von (S-+-M) zuzuordnen, also die 
Quantentheorie von S und die Theorie des Me&prozesses. Die Theorie des MeB- 
prozesses macht aber nur die Aussage (vgl. Siissmann [/3]), daB der Operator 
|f)(f| des Systems bei der Messung der Observablen A durch die Wechselwirkung 
des Systems mit dem Mefigerait gemaB der Formel 


If) (F] = DAs) (Aalf) (PAG) (Aad. 


in den statistischen Operator eines Gemenges iibergeht. Uber den wirklichen 
Ausgang eines einzelnen Experiments kann die Theorie nichts aussagen. Durch 
,».Nachsehen* im Kalkiil gewinnt man also immer nur statistische Aussagen, die 
man demgema8 nur mit den statistischen Aussagen iiber viele Experimente ver- 
gleichen kann. Die statistischen Aussagen iiber viele Experimente sollten daher 
auch wieder der klassischen Logik gehorchen. Da die Theorie aber iiber den 
Ausgang einer einzelnen experimentellen Messung keinerlei Aussagen macht, 
existiert jetzt auch keine Zuordnung mehr zwischen MeBergebnissen und Kalkiil- 
aussagen. Es besteht daher auch kein Grund mehr anzunehmen, daB beliebige 
im allgemeinen inkommensurable Eigenschaften eines Systems S der klassischen 
Logik gehorchen. Diese bemerkenswerten Tatsachen, dai naimlich quanten- 
physikalische Aussagen im allgemeinen nicht mehr kalkiilisierbar, d.h. auf 
Kalkiilaussagen abbildbar sind, wird in der Literatur haufig als Verlust der 
Kausalitat bezeichnet. Denn selbst aus einer maximalen Kenntnis des betrach- 
teten Systems — also eines Zustandes — lat sich der MeBwert einer beliebigen 
Observablen nicht mehr vorausberechnen. Inwiefern die Berechenbarkeit eines 
MeBergebnisses jedoch tatsachlich als Kausalitat bezeichnet werden kann, soll 
hier nicht diskutiert werden. 

Gehen wir nun von allgemein inkommensurablen, d.h. beliebigen an eiem 
System S meBbaren Eigenschaften aus. Der Begriff der Logik war bisher nur 
fiir Aussagen eines Kalkiils definiert, nicht aber fiir beliebige Aussagen. Die hier 
untersuchten Eigenschaften A, B, C bilden zwar keinen Kalkiil, aber eine Schar 
von Kalkiilen K,, K,, ..., die von den jeweils miteinander kommensurablen 
Bigenschaften gebildet werden. Da eine solche Schar jedoch in gewisser Hinsicht 
wie ein einziger Kalkiil behandelt werden kann, wollen wir dafiir die Bezeichnung 
Quasikalkiil verwenden. 
Um eine Logik in einem fiir solche Quasikalkiile verallgemeinerten operativen 
Sinne aufzubauen, untersuchen wir Regeln A-> 8, die den folgenden Sinn 
haben: Ist H, an einem System durch eine Messung nachgewiesen, so hat dieses 
System auch die Eigenschaft Hz, d.h. eine Messung wird stets das Vorliegen 
von H#, ergeben. Unter diesen Regeln und den komplizierteren der Form C+> A +B 
fragen wir nach denjenigen, die unabhaéngig von den speziellen Aussagen stets 
gelten, d.h. deren Benutzung eliminiert werden kann. Da der Begriff der Ab- 
leitung zundachst nur fiir Kalkiile definiert ist, hat eine Ableitung in einem Quasi- 
kalkiil gemaB der Definition eines Quasikalkiils iiberhaupt nur einen Sinn, wenn 
sie sich durch eine Ableitung in einem der wirklichen Kalkiile ersetzen laft. 
Entsprechend ist unter der Elimination einer Regel R# jetzt zu verstehen, dak 
man eine Ableitung im Quasikalkiil, die die Regel # benutzt, unter Beibehaltung 


Q 
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der Endaussage ersetzt durch eine Ableitung in einem der Kalkiile 4;, die die 
Regel RF nicht benutzt. 

Um diesen fiir Quasikalkiile verallgemeinerten Eliminationsbegriff auf konkrete 
Falle anwenden zu kénnen, miissen noch die Ableitungen, die sich in einem 
speziellen Kalkiil K, abspielen, gegeniiber den beliebigen Ableitungen im Quasi- 
kalkiil genauer charakterisiert werden. Dies ist aber leicht méglich, wenn man 
beachtet, daB die in einem Kalkiil auftretenden Eigenschaften im Gegensatz zu 
denen des Quasikalkiils stets kommensurabel sind. Kine Ableitung, in der all- 
gemeine Aussagen iiber das System S auftreten, gehért deshalb jedenfalls dann 
einem der Kalkiile K; an, falls in der Ableitung zwei Aussagen nur dann 
explizit!) auftreten, wenn sie ausdriicklich als kommensurabel vorausgesetzt 
sind. Diese Forderung, die die gleichzeitige Verwendung komplementarer Higen- 
schaften verbietet, wollen wir als Komplementaritatsprinzip bezeichnen: 

Zum Beweis einer bestimmten Regel, Metaregel usw. im Rahmen eines Quasi- 
kalkiils hat man also zu zeigen, daB sich jede Ableitung innerhalb des Quasi- 
kalkiils, die diese Regel benutzt, ersetzen laé8t durch eine Ableitung in einem 
Kalkiil mit der gleichen Endaussage, die die Regel nicht benutzt und die auBerdem 
dem Komplementaritatsprinzip geniigt. 

Man kann daher einen Quasikalkiil auffassen als einen ,,Kalkiil‘, d. h. ein System 
von Anfangsaussagen, Regeln, Metaregeln usw., in dem aber die Eliminierbarkeit 
einer Regel nicht allein mit Hilfe der sonst in Kalkiilen giiltigen protologischen 
Prinzipien bewiesen werden kann, sondern in dem zusatzlich das Komplemen- 
taritétsprinzip beachtet werden mub. 

In dieser Betrachtungsweise ]aBt sich das Komplementaritatsprinzip als ein 
neues protologisches Prinzip auffassen, welches die operativen Méglichkeiten, 
die sonst in Kalkitlen bestehen, gewissen einschrankenden Bedingungen unter- 
wirft. Kin Quasikalkiil erscheint so als ein Kalkiil, dessen Protologik durch die 
Hinzunahme des Komplementaritaétsprinzips gegeniiber der iiblichen Protologik 
verandert ist. 

Von einem mehr physikalischen Aspekt her gesehen hei®t das, da man stets 
beachten mub, daB die Aussagen eines Quasikalkiils zunaéchst nur als mégliche 
Mefergebnisse definiert sind, deren MeSbarkeit von der Physik her gewissen: 
Kommensurabilitatsbedingungen unterworfen ist. Kine Ableitung, die sich ihrem 
Wesen nach stets auf ein physikalisches System in einem bestimmten Zustand 
bezieht, darf daher nur dann zwei Aussagen explizit enthalten, wenn diese gleich- 
zeitig meBbar sind. 

Fir das Operieren in einem Quasikalkiil hat das zur Folge, daB man diese Aus- 
sagen nicht einfach als Figuren (z. B. aus Steinchen) ansehen kann, mit denen 
man beliebig operieren darf, sondern daB die operative Verfiigbarkeit iiber die 
Aussagen bestimmten, durch die physikalische Herkunft der Aussagen bedingten 
Einschrankungen unterliegt. ; 

Auf Grund dieser Betrachtungen ist jetzt klar, wann man eine bestimmte Regel, 
Metaregel usw. in einem Quasikalkiil als eliminierbar bezeichnen kann. Wir’ 
wollen nun wieder die Gesamtheit aller Regeln, Metaregeln usw. untersuchen, 
die so als allgemein giiltig, d.h. fiir beliebige Aussagen und fiir beliebige Quasi- 
kalkiils als eliminierbar nachgewiesen werden kénnen. Dieses System allgemein- 


Pigs Pes a ; F nb ee : ae 
) Unter explizitem Auftreten einer Aussage A in einer Ableitung verstehen wir hier, dah 
eine bestimmte Zeile dieser Ableitung nur diese Aussage enthalt. 
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giiltiger Regeln wollen wir als operative oder auch effektive Quantenlogik be- 
zeichnen. - 

In dieser Quantenlogik allgemein inkommensurabler Eigenschaften werden wir 
daher die Frage zu untersuchen haben, in welehem Umfang sich die aus der 
klassischen Logik bekannten Gesetze auch noch unter Beachtung des Kom- 
plementaritatsprinzips beweisen lassen, d.h. ob vielleicht einige dieser Gesetze 
so allgemein gelten, daS man nicht notwendig die Kommensurabilitat der in 
ihnen enthaltenen Aussagen explizit verlangen muB. 

Der Aufbau der effektiven Quantenlogik, also der effektiven Logik allgemein 
inkommensurabler Eigenschaften, vollzieht sich ahnlich wie der der operativen 
klassischen Logik. Ausgehend von dem oben besprochenen allgemeinen Aussage- 
typ, der einem méglichen Experiment entspricht, werden wir untersuchen, welche 
Regeln, Metaregeln usw. stets eliminierbar sind, wobei aber jetzt zu den be- 
kannten protologischen Prinzipien, mit deren Hilfe die Eliminierbarkeit bisher 
bewiesen wurde, noch das Komplementaritétsprinzip hinzugenommen werden 
mu. Wir werden sehen, da dies fiir alle Regeln bis auf eine Ausnahme tatsich- 
lich der Fall ist. Die Gesamtheit dieser Regeln bildet dann die effektive Quanten- 
logik. 

Wahrend das im operativen Aufbau der Quantenlogik bendétigte Komplemen- 
taritatsprinzip nur eine Minimalforderung darstellt, die man an die Aussagen 
zu stellen hat, um die effektive Quantenlogik herzuleiten, ist in Wirklichkeit 
viel mehr tiber diese Aussagen bekannt, da man ihre explizite Form genau kennt. 
Aus der Tatsache, dali die Aussagen die Form P,|/f) =|f) haben, lassen sich 
daher auch weitere Regeln herleiten, die zwar nicht effektiv, aber speziell fiir die 
hier untersuchte Logik quantenmechanischer Aussagen gelten. Das tertium non 
datur ist von dieser Art. Die um diese speziell fiir quantenlogische Aussagen 
viiltigen Regeln erweiterte effektive Quantenlogik werden wir im folgenden kurz 
als Quantenlogik bezeichnen. 


a) Die Relation A + B 


Es seien A, B, C beliebige Aussagen, Py, Pz, Po die entsprechenden Projektions- 
operatoren, so daB etwa A durch 


A = P,|f) =|f) (11.31) 


lefiniert ist, und M,, Mz, M¢ seien die abgeschlossenen Linearmannigfaltigkeiten, 
uf die die Projektionsoperatoren projizieren. 

Wir fiihren dann zwischen zwei Aussagen A und B die Relation A — B ein, 
wobei A —> B bedeutet, daB, wenn eine Eigenschaft A gemessen ist, dann auch B 
yemessen ist, d.h. daB jede Messung, die eine positive Entscheidung itber das 
Vorliegen von 4 fallt, auch das Vorliegen von B ergibt. Auf Grund dieser Definition 
st klar, daB® die Giiltigkeit von A — B unter anderem besagt, da A und B 
<ommensurabel sind. Fiir die Relation ,,>‘‘ gelten die beiden Regeln 


Fier e (11.32) 
Mote BeOS A= OC. (11.33) 


Zum Beweis einer Formel A — B hat man zu zeigen, daB im Quasikalkil der 
Aussagen A, B, C jede mit Hilfe von A — B hergeleitete Aussage auch ohne diese 


Regel hergeleitet werden kann. Fiir A — A ist das der Fall, wie man sich leicht 
iiberzeugt. (11.33) behauptet, daB die Regel A > C dann entbehrlich ist, wenn 
man die Regeln 4 — B und B->C zum Kalkiil hinzunimmt. Hine Ableitung, 
die A > C benutzt, sieht folgendermafen aus: 


jo 0. 6). © ee! o) SP OLe 6: 
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Nimmt man die Regeln A — B und BC jedoch hinzu, so kann auf A > C 
verzichtet werden, wie die folgende Ableitung zeigt: 


Benutzt man die explizite Form der Aussagen A, B, C, so bedeutet A — B, dab 
immer dann, wenn P,|f) =|f) gilt, folgt, daB auch P ,|f) = |f) giiltig ist, 
und zwar fiir jedes |f). Dafiir ist notwendig und hinreichend, dab 


12) == A edeiy  I IE (11.34) 
ist. 
Beziiglich der abgeschlossenen Linearmannigfaltigkeiten M,, WM, und Me ist 
(11.34) wiederum aquivalent zu 
M,& Mz. (11.35) 


b) Die Konjunktion 
Sind A und B Aussagen. einer Theorie, so werde eine neue Aussage A A B ge- 
maB der Regel ; 
A,B>AA”AB (11.36) 


eingefiihrt. Enthalt ein Kalkiil wenigstens A und B und nicht das Zeichen A, 
so ist (11.36) relativ zulassig. Durch Inversion ergeben sich dann wieder die Regeln. 


AAS Sa (11.37) 
ASB B, (11.38) 
OS2A5 Cia B > CA Be (11.39) 


Vom inhaltlichen Gesichtspunkt wiirde man A A B durch ,,A und B“ iiber- 
setzen, jedoch sind die folgenden Ableitungen nicht vom inhaltlichen Sinn des 
Wortes ,,und* abhangig. Ohne Bezug auf (11.36) kénnen wir jetzt (11.37,38,39) 
als eine Definition der Aussage 4 A B auffassen, die 4 ~ B im Rahmen der hier 
diskutierten Aussagen eindeutig festgelegt ist. Sei 


ARB Pp yale 
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die gesuchte Aussage und betrachten wir andererseits den Operator P,,,, der 
auf M, 1 M; projiziert, so gilt-wegen (II 37, 38, 39) (vgl. dazu []) 


Pans =Panp- (11.40) 


Damit ist aber P,, , eindeutig bestimmt als der Operator, der auf den Raum 
M, 1 Mz projiziert. Eine Darstellung von P,, 3 als Produkt der Operatoren P, 
und Pz ist jedoch jetzt nicht mehr méglich, da P,P, im allgemeinen kein Pro- 
jektionsoperator ist. 


c) Die Disjunktion 
Ks seien A und B beliebige Aussagen iiber das System. Durch die Regeln 
A>Av B, (II.41) 
B+AvB (11.42) 


fithren wir die neue Aussage A \ B ein. Die Regeln (II.41, 42) sind in dem Kalkiil, 
der die Aussagen A und B enthalt, aber nicht das Zeichen \, relativ zulassig. 
Durch Inversion gewinnt man weiter die Regel 


BO Be Os Aw Bes OC. (11.43) 


die in dem Kalkiil, der die Aussagen A und B und die Regeln (IJ.41, 42) enthalt, 
relativ zulassig ist. Umgangssprachlich wiirde man A \ B mit ,,A oder B“ iiber- 
setzen, ebenso wie in der in Kap. II.3 behandelten Logik. Die im folgenden 
durchgefiihrten Ableitungen sind jedoch wiederum nicht von dem inhaltlichen 
Sinn des Wortes ,,oder“ abhangig. Es mag deshalb hier geniigen festzustellen, 
daB das Zeichen \.v ebenso wie in der gewohnlichen Logik definiert wird und 
deshalb mit der gleichen Berechtigung wie dort mit ,,oder“ iibersetzt werden 
kann.) 

Die Regeln (IJ.41, 42, 43) kénnen als eine Definition von A \ B angesehen werden. 
Die Aussage A \ B ist durch (II.41 ,42, 43) eindeutig festgelegt. Sei namlich 


A ae Ta ml St 
so folet, daB 
Panp=Paup (11.44) 
st, also Py.» genau derjenige Projektionsoperator ist, der auf M4 u Mz pro- 
iziert (vgl. [S]). 
“ Lapel) ly 


Filt also genau dann, wenn |f) @ M,u My. Hine Darstellung des Operators 
P,y2 durch Py + Pz — P,Pz wie im vorigen Abschnitt, ist jedoch hier nicht 


noglich, da Py + Pz — P4Pz bei nicht vertauschbaren P, und Pz, kein Pro- 
ektionsoperator mehr ist. 


) DaB von einem semantischen Gesichtspunkt aus dennoch gewisse Unterschiede zwischen 
lem klassischen und dem quantenlogischen ,,oder‘‘ bestehen, wurde kiirzlich von KE. RicaTrr 
24) gezeigt (persdnliche Mitteilung). 
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d) Die Implikation 


In der Logik der kommensurablen Eigenschaften, die sich stets auf die Logik 
der Kalkiile zuriickfiihren laBt, gelten, wie in Kap. II.3 gezeigt wurde, fiir die 
Relation ,,>“‘ auBer den oben eingefiihrten Halbordnungsrelationen (I1.32, 33) 


noch die beiden Regeln 
AAA >B+B, (11.45) 


AACSBSCA>B. (11.46) 


Die Regeln (11.45, 46) konnten dort weiterhin als Definition einer neuen Aussage, 
der Implikation B — A, aufgefaft werden, wenn man wie bisher durch die Halb- 
ordnung (I1.32,33) erklart. 
Sind die Kigenschaften A, B,C nicht mehr allgemein kommensurabel, so muf 
die Giiltigkeit von (1.45, 46) erneut bewiesen werden. Um zu zeigen, daB (11.45) 
auch weiterhin giiltig ist, muB man zeigen, daf aus jeder Ableitung eliminiert | 
werden kann, wenn die Aussagen A und die Regel A — B gegeben ist. Dies ist 
aber stets méglich, ohne daB man explizit die Kommensurabilitét von A und B- 
fordern mu, wie man sich leicht an einer beliebigen Ableitung, in der B vor- 

kommt, klarmachen kann. 

Die Beziehung (11.46) ist jedoch nicht mehr allgemeingiiltig. Um die Giiltigkeit 

nachzuweisen, hatte man zu zeigen, daB die Metaregel C ++ A + B aus jeder 

Ableitung in einem Metakalkiil eliminiert werden kann, wenn dieser Kalkiil die 

Regel A A C -> B enthalt. Der Beweis dieser Behauptung lautet: 


is G 
2.A,C>B 
3. A>A 
1+ 4.4 50 
2,3,4/- 5. A—+B_ wegen (11.33 und II.39). 


Bei diesem Beweis wurde in der vierten Zeile Gebrauch gemacht von der Meta- 
regel C +> A — C. Zum Beweis hat man zu zeigen, daB jede Ableitung, die A + 0 
benutzt, durch eine andere Ableitung ersetzt werden kann, die A —> C nicht be- 
nutzt, wenn man C zu den Anfangen des betreffenden Kalkiils hinzunimmt. 
Eine Ableitung, die A — C benutzt, hat die Form: 


1a eA 


1+ xn C (A +C). 


Die Metaregel C ++ AC besagt nun, daB man auf A —> C verzichten kann, 
wenn man @ zum Kalkiil hinzunimmt, also die obige Ableitung folgendermaBen 
umformt: 


0. Cc 
iN 08 
Of m. @ (111.32) 


Man nimmt also CO (in Zeile 0) hinzu und gewinnt jetzt CO in Zeile n durch Verweis 
auf Zeile C statt auf Zeile 1, unter Benutzung von (11.32). In dieser Ableitung 
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mufi man also annehmen, da’ man C wirklich hinzunehmen kann, d. h. daBR A 
und C explizit mit derselben Ableitung auftreten kénnen. Nach dem oben formu- 
lierten Komplementaritatsprinzip ist das aber nur moglich, wenn A und C kom- 
mensurabel sind. Fiir beliebige Aussagen A und C ist die Hinzunahme von ( 
in der zweiten Ableitung daher nicht méglich. 4 —+ C ist somit nicht durch eine 
andere Ableitung zu eliminieren, weshalb C++ 4 ->C nicht als giiltig nach- 
gewiesen werden kann. Damit wird dann auch der oben angefiihrte Beweis von 


AANC>+>BS>C+A—-B 


gegenstandslos. Dagegen sind gegen beide Beweise keine Bedenken zu erheben, 
wenn man 4 und C als kommensurabel annimmt. Denn iiber die Kommen- 
surabilitat von A mit B und C mit B braucht offensichtlich in den genannten 
Eliminationsverfahren nichts vorausgesetzt 'zu werden. 

Die Tatsache, dafi (II.46) nicht mehr allgemein gilt, hat zur Folge, das’ man die 
beiden Bezichungen (II.45, 46) jetzt auch nicht mehr zur Definition der Impli- 
kation B— A verwenden kann. Vielmehr wird jetzt eine solche Aussage B— A, 
die durch (1.45, 46) definiert ware, gar nicht existieren. 


e) Die Negation 


Zur Definition der Negation emer Aussage A gehen wir wiederum vom intuitio- 
nistischen Begriff der Negation aus und definieren eine Negation —A durch 


Ae es (11.47) 


Unter A wollen wir wie bisher eine Aussage verstehen, fiir die jede Regel A + A 
zulassig ist. In Kap. II.3 sahen wir bereits, dab es stets eine soleche A-Aussage 
gibt, namlich 

= ale ayy Mabe Poe Op (1.48) 


Die in Kap. 11.3 untersuchten kommensurablen Eigenschaften bilden einen 
implikativen Verband, in dem stets ein relatives Pseudokomplement zwischen 
zwei Eigenschaften A und B existiert. Die A-Aussage ist nun mit allen anderen 
Aussagen kommensurabel, so daB das Pseudokomplement 4A — A= A— A 
stets existiert. Entsprechend (I1.20) ist 


—=A=Pralf)=lf) (11.49) 
mit 
Poe 1— Py Py P, = 1 Pa (11.50) 


ebenso wie bei kommensurablen Kigenschaften. ; 
Zunichst gilt, wie stets fiir ein Pseudokomplement, der Satz vom Widerspruch 


AXA aa Al (1.51) 
und 
A ~NB>AD>B-> A. 
Fiir die speziell hier verwendeten Aussagen P4|f) = |f) gilt, daB die EKigen- 


schaften A stabil sind, also 
40) 
—AA<A (11.52) 
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gilt, und da® weiterhin das tertium non datur mit 


Vee eet (11.53) 


fiir alle Higenschaften A gilt. wir | 
Wir stellen die in diesem Abschnitt gefundenen Regeln fiir die logischen Begriffe 
—, A, Vv, — hier noch einmal zusammen. 


(eA (11.54) 
(2) A>B, B=>CSA—C q 
(3) Aad | 
(4) ANB>B 

(5) CO=A, C= BS GA AS 

(6) As>AVB 

(7) B+AvVB 


) AoC, B=CSAV BC 
) AAA>BSB 

(10) AASA>A 
) AABSADS BA. 


Die durch die Regeln (11.54, 1—11) dargestellte Struktur wollen wir als die 
effektive Quantenlogik bezeichnen, da die Regeln 1—11 allein auf Grund der 
operativen Bedeutung der logischen Partikeln gelten und hier noch kein Ge- 
brauch von der expliziten Gestalt der verwendeten Aussagen gemacht worden 
ist. Der wesentliche Unterschied zur Logik der kommensurablen Higenschaften 
ist darin zu sehen, daf die Regel 


AAC+BSC+A—>B (11.55) 


nicht mehr allgemein gilt, weshalb es nicht mehr moglich ist, hier eine Impli- 
kation B— A zu definieren. Vgl. dazu Kap. II1.4. 

Durch Verwendung der expliziten Gestalt der untersuchten Aussagen konnte 
iiber die Regeln (III.54, 1—11) hinaus noch der Stabilitat 


: Al Se Fla A 
und der tertium non datur 
J =: A VY = A 


bewiesen werden, wodurch wir zur eigentlichen Quantenlogik gefiihrt werden. 
Einige weitere Regeln, die jedoch nur unter speziellen Voraussetzungen giiltig 
sind, sollen in Kap. III besprochen werden. 


Il.5 Das dialogische Begriindungsverfahren 


Wir sind in den letzten Abschnitten davon ausgegangen, daB die Aussagen, fiir 
die sich die Logik als evident erweisen liBt, Aussagen eines Kalkiils sind. Dies 
war in keiner Weise eine hinderliche Voraussetzung gewesen, da die meisten 
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physikalischen Aussagen sich als Kalkiilaussagen auffassen lassen bzw., wo dies 
nicht geht, Aussagen eines Quasikalkiils darstellen. Mit Hilfe dieser protologischen 
Begrifte Kalkiil bzw. Quasikalkiil war dann die Evidenz der Logik bzw. Quanten- 
logik fiir die verschiedenen Gruppen physikalischer Aussagen demonstriert 
worden. 

Es erscheint jedoch etwas kiinstlich, wenn man Aussagen, die letztlich einem 
Experiment entnommen seien sollen, erst durch eine Abbildung in eine physika- 
lische Theorie auf Kalkiilaussagen zuriickfiihren muB, an denen man dann die 
Giiltigkeit der Logik nachweisen kann. Dies gilt um so mehr, als die Kalkiilisier- 
barkeit eine spezielle in beweistheoretischen Untersuchungen oft vorliegende 
Kigenschaft von Aussagen ist, hier aber primiir physikalische Aussagen vorliegen, 
die erst innerhalb der theoretischen Physik in mathematische Aussage iiber- 
tragen werden. 

Ks ist daher in diesem Zusammenhang interessant, dai LORENZEN zeigen konnte 1), 
daB die protologische Voraussetzung, die man an Aussagen zu stellen hat, die der 
Logik gehorchen, keineswegs nur die der Kalkiilisierbarkeit ist. Vielmehr geniigen 
sehr allgemeine Kigenschaften, die gar nicht auf die Kalkiilisierbarkeit Bezug 
nehmen und daher sehr viel besser zur Diskussion von physikalischen Aussagen 
geeignet sind, die ja primar, also ehe man eine theoretische Physik kennt, keine 
Kalkiilaussagen sind. Die allgemein protologische Higenschaft, um die es sich 
dabei handelt, wollen wir als ,,unbeschrankte Verfiigbarkeit‘‘ von Aussagen be- 
zeichnen, eine Eigenschaft, die, wie wir sehen werden, einen sehr weiten Rahmen 
von Aussagen iiber Wirkliches umfaft. Unbeschrankt verfiigbare Aussagen 
werden stets der Logik gehorchen. Die quantenmechanischen Aussagen, die frither 
durch die Quasikalkiilisierbarkeit gekennzeichnet waren, sind jetzt durch die 
schwachere Higenschaft der beschrankten Verfiigbarkeit charakterisiert, aus 
welcher sich nur die Quantenlogik als giiltig nachweisen lat. 

Man geht bei diesen Uberlegungen davon aus, daf der Begriff des Beweises, den 
wir bisher im Hinblick auf die verwendeten Kalkiile bzw. Quasikalkiile als 
Eliminierbarkeit interpretiert hatten, keineswegs an diese spezielle Formulierung 
gebunden ist. Vielmehr meint der Begriff primar nur, da eine bestimmte aut- 
sestellte Behauptung, die von irgend jemand bezweifelt wird, diesem bewiesen 
werden kann, d.h. daf& der Zweifler von der Richtigkeit der aufgestellten Be- 
hauptung iiberzeugt werden kann. 

Im Hinblick auf diesen urpsriinglich dialogischen Charakter des Beweises wollen 
wir von einer Aussage A sagen, sie sei bewiesen, wenn sie in einem Dialog stets 
arfolgreich verteidigt werden kann. Wir denken uns dazu stets zwei Parteien, 
sinen Proponenten P, der die Behauptung aufstellt, und einen Opponenten O, 
Jer sie zu widerlegen versucht. Um eine solche Diskussion in geordneten Formen 
vorzunehmen, betrachten wir zunachst elementare Aussagen A, B, C. Beziiglich 
lieser Aussagen miissen P und 0 sich einig sein, wie die Richtigkeit baw. Falsch- 
1eit einer solchen Aussage bewiesen werden kann. Handelt es sich etwa um Kalkiil- 
wussagen, so wird man eine Ableitung angeben, handelt es sich um Aussagen, 
wie ,,die Sonne scheint am Ort x zur Zeit ¢*, so wird man dies durch eine Messung 
7 beweisen haben usw. Allgemein kénnen mit A, B, C auch irgendwelehe kompli- 
rierten physikalischen Aussagen gemeint sein, wenn nur zwischen P und O 


) P. Lorenzen, persénliche Mitteilung; eine ausfiihrliche Darstellung dieses Verfahrens be- 
indet sich in: P. Lorenzen, Metamathematik, Bibliographisches Institut. Mannheim (im 
rscheinen). 
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Einigkeit dariiber besteht, mit welcher experimentellen Anordnung die betreffende 
Aussage bewiesen bzw. widerlegt werden kann. 

Man kann, um auch interessantere Satze diskutieren zu konnen, dazu iibergehen, 
die Relation A -—> B einzufiihren mit der folgenden Erkléarung: Wenn jemand 
(etwa P) A+B behauptet, so iibernimmt er damit die Verpflichtung fir dew) 
Fall, da® jemand A. beweisen kann, seinerseits nun B zu beweisen. Andererseits | 
ist damit klar, daB man eine Behauptung A — B nur dadurch bestreiten kann, | 
daB man selbst A beweist, und nun vom Diskussionspartner den Beweis fiir B- 
verlangt. 
Schematisch lautet eine solche Diskussion: 


P ; O 
A+B A 
Wieso? Beweis von A 
B Wieso? 


Beweis von B 


Hier ist angenommen, da8 es P wirklich gelungen ist, den Satz A — B zu be- 
weisen. Im allgemeinen wird das natiirlich davon abhangen, wie die Aussagen A 
und B im einzelnen lauten. 

Jedoch wird es einige Satze A +B bzw. kompliziertere der Art (A > B)—(C—D) 
geben, die unabhangig davon, wie die Aussagen A, B, C,... beschaffen sind, 
immer gelten, d. h. immer erfolgreich in einer Diskussion verteidigt werden kénnen. 
Zum Beispiel ist dies der Fall bei 


A—->(B—A), 


denn die Diskussion lautet: 


ie O 
1) A +(B—+ A) 1) A 
2) Wieso? 2) Beweis von A 
3) B+>A 3) B 
4) Wieso? 4) Beweis von B 
5) A 5) Wieso? 
6) Beweis von A steht schon in Zeile O 2 


Der Beweis erfolgt hier in P 6 also dadurch, da auf einen vom Gegner (O) schon 
friiher gefiihrten Beweis (Zeile O 2) verwiesen wird, wodurch sich P einen er- 
neuten Beweis erspart. 

Auf diese und ahnliche Weise kann man von samtlichen Satzen (11.28, 1—12) 
der effektiven Logik zeigen, daB sie in einer Diskussion stets erfolgreich verteidigt 
werden kénnen. Man kann daher die Giiltigkeit der effektiven Logik nachweisen, 
ohne da man sich wie oben auf Kalkiilaussagen beschranken muf. 
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Auch die fiktive Logik 1a8t sich im Rahmen dieses dialogischen Verfahrens ver- 
stehen, wenn man einige erweiternde Abanderungen in den Regeln des Dialogs 
vornimmt. Da das Problem des tertium non datur hier nicht wesentlich ist, 
wollen wir darauf nicht naiher eingehen und verweisen in diesem Zusammenhang 
vuf die Literatur.*) 

Eis ist jedoch fiir die folgenden Betrachtungen auBerordentlich wichtig, daB wir 
an die elementaren Aussagen A, B, C, ... stillschweigend die Forderung geknipft 
haben, da sie ,,unbeschrankt verfiigbar“ sein sollen. Zum Beispiel wurden in 
lem oben demonstrierten Dialog iiber A-—+(B-+ A) der letzte Beweisschritt 
durch Zitieren des Gegners (Zeile O 2) durchgefiihrt. Es wurde also die Annahme 
yemacht, dafS eine einmal bewiesene Behauptung stets wieder zitiert werden 
kann, ohne daf} man den Beweis deshalb zu wiederholen braucht. Diese Eigen- 
schaft wollen wir als ,,unbeschriinkte Verfiigbarkeit‘‘ der Aussagen A, B, C be- 
zeichnen. Diese unbeschraénkte Verfiigbarkeit, die zundchst eine fast triviale 
Kigenschaft aller Aussagen zu sein scheint, liegt jedoch bei Aussagen iiber die 
quantentheoretisch-physikalische Wirklichkeit nicht vor. Das ist dann auch der 
Grund dafiir, da in dem dialogischen Beweisverfahren fiir solche Aussagen nicht 
die Logik, sondern nur die Quantenlogik als giiltig nachgewiesen werden kann. 
Um dies zu zeigen, gehen wir wieder aus von einem Paar inkommensurabler Aus- 
sagen A und B iiber ein bestimmtes physikalisches System S (z. B. ein Elektron). 
A moge heiBen: S hat den Ort 2 = x); B moége heiBen: S hat den Impuls p = pp. 
An Hand dieser speziellen Aussagen wollen wir dann den oben gefiihrten Beweis 
des Satzes A — (B-— A) noch einmal wiederholen. 


ip O 
1) A +(B—-A) 1) A 
2) Wieso? 2) Beweis durch Experiment an S 
3) B>A 3) B 
4) Wieso? 4) Beweis durch Experiment an S 
5) A 5) Wieso? 


Der Beweis von A durch ein Experiment kann aber im allgemeinen gar nicht 
erbracht werden. Es wurde in O 2 gezeigt, daB der Ort 2 = 2, ist (also A gilt). 
In Zeile O 4 wurde dann eine Impulsmessung ausgefiihrt, die p = p, ergab, 
also die Behauptung B.?) Damit ist aber das Ergebnis der in O 2 ausgeftihrten 
Ortsmessung 2 = 2, (also die Giiltigkeit von A) zerstért worden, weshalb sich P 
in Zeile P 5 auch nicht auf dieses Experiment berufen kann. Es miiBte neu aus- 
gefiihrt werden, was aber, wie wir wissen, im allgemeinen nicht zu dem Ergebnis 
% == 2, (also A) fiihrt, wie es der Satz A > (B—> A) behauptet. 


1) P. Lorenzen, Metamathematik 1. c. ' 
2) Hs ist keineswegs sicher, daB eine Impulsmessung P= Po ergibt, vielmehr wird man im 
allgemeinen irgendein beliebiges Ergebnis erhalten. Wir wollen hier aber annehmen, dal die 
Messung (zufallig) gerade p = py ergeben hat, da sonst die Diskussion nicht zu einer Priifung 
des Satzes A > (B-—> A) geeignet ware. Man hatte sonst die Diskussion und die damit ver- 
bundenen Experimente sooft zu wiederholen, bis sich tatsichlich einmal p = py ergibt. 


Wir sehen hier also, daB eine einmal bewiesene Aussage A in einem spateren 
Stadium der Diskussion, wenn A erneut in Frage steht, nicht einfach zitiert 
werden darf. Denn im allgemeinen werden im Laufe des Dialogs andere mit A 
nicht kommensurable Aussagen bewiesen worden sein, weshalb die Aussage A 
dann nicht mehr zur Verfiigung steht. Wir wollen daher sagen, da die Aus- 
sagen A, B, O,..., die die Eigenschaften eines quantenphysikalischen Systems 
beschreiben, nur ,,beschrankt verfiigbar“ sind. Die Beschrankung der Verfiigbar- ) 
keit besteht darin, daB eine Aussage nur dann in einer Diskussion verfiigbar ist, | 
wenn zwischen dem ersten Beweis und dem Zitat nur mit A kommensurable 
Aussagen bewiesen worden sind. + 
Die beschrankte Verfiigbarkeit ist also eine protologische Kigenschaft, die allen 
quantenphysikalischen Aussagen zukommt und eine Einschrankung der friher 
diskutierten unbeschrankten Verfiigbarkeit darstellt. Im Rahmen des dialo- 
gischen Beweisverfahrens fiir logische Satze zeigt sich dann, daf auf Grund 
dieser Eigenschaft z. B. der Satz A—(B-—>A) nicht mehr bewiesen werden 
kann. Ebenso wie in Kap. II.4 folgt dann daraus, da8 fiir beschrankt verfiigbare 
Aussagen nur die effektive Quantenlogik, nicht aber die effektive Logik als giiltig 
bzw. evident nachgewiesen werden kann. Die Erweiterung zur vollstandigen 
Quantenlogik kann hier wieder, wie schon in Kap. II.4, ohne Schwierigkeit durch 
Diskussion der expliziten Gestalt der quantenlogischen Aussagen durchgefiihrt 
werden. Wir wollen hierauf nicht naher eingehen. 
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11.6 Diskussion 


Die Untersuchungen in Kap. II.3 und II.4 haben gezeigt, daB fiir Aussagen, die 
die Ergebnisse von Messungen irgendwelcher inkommensurabler GréBen be- 
schreiben, nicht die Logik, sondern nur die Quantenlogik giiltig ist. Dadurch, 
daB wir den Begriff der Logik und der Quantenlogik durch die Begriffe Kalkiil 
und Quasikalkiil bzw. durch die protologischen Eigenschaften der beschrankten 
bzw. unbeschrankten Verfiigbarkeit definiert haben, konnte der eingangs erwahnte 
formale Zirkel in der Frage nach der Giiltigkeit der Logik vermieden werden. 
Auch die Frage, wieso die hier gewonnenen Ergebnisse nicht im Gegensatz zu 
eer aprioristischen Auffassung der Logik stehen, konnte von diesem Gesichts- 
punkt her geklart werden: Innerhalb eines Kalkiils bzw. Quasikalkiils kénnen 
die Gesetze der Logik als evident betrachtet werden, was wir oben durch den 
formalen Begriff der generellen Eliminierbarkeit ausgedriickt haben. 
Entsprechend dazu konnte die Evidenz von Logik und Quantenlogik im Rahmen 
des dialogischen Begriindungsverfahrens gezeigt werden. 

Die Notwendigkeit, fiir Aussagen der quantentheoretisch-physikalischen Wirklich- 
keit die Logik durch die Quantenlogik zu ersetzen, beruht also darauf, daB diese 
Wirklichkeit gewisse allgemeine Higenschaften — die Kalkiilisierbarkeit bzw. 
die unbeschrankte Verfiigbarkeit von Aussagen — nicht besitzt. Es wurde jedoch 
bereits in Kap. II.1 darauf hingewiesen, da es sich hierbei nicht einfach um 
einen empirischen Tatbestand handelt. 

Zwar sahen wir oben, da® man die Quantenlogik einfiihren muB, weil man sich 
nicht auf Aussagen iiber das unbeobachtete System beschrinkt, also auf Aus- 
sagen, die im Formalismus der Quantentheorie ableitbar sind, sondern weil man 
sich fiir die einzelne MeSaussage interessiert und nach deren Logik fragt. Anderer- 
seits gehéren aber Experimente ihrem Wesen nach dem Bereich der klassischen 
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ehysik an und unterliegen als klassische Phinomene betrachtet natiirlich der 
lassischen Logik. Hierfiir ist keine Quantenlogik erforderlich. Die Notwendigkeit, 
Juantenlogik einzufiihren, war oben (11.5) an dem Beispiel C—-+(A—C) an 
Hand einer Orts- bzw. Impulsmessung C bzw. A erlautert worden. Dabei zeigte 
sich, daf} erst dann, wenn man die klassischen Experimente als Messungen ver- 
chiedener, méglicherweise auch inkommensurabler Eigenschaften eines physika- 
ischen Systems auffaBt, die Messungen also in der Weise interpretiert, daB man 
ie auf ein selbst nicht naéher beobachtbares Objekt bezieht und als Aussagen 
iber dieses Objekt auffafit, die klassische Logik durch die Quantenlogik ersetzt 
verden mu. 

Der Ubergang von der klassischen Logik zur Quantenlogik erweist sich also erst 
lurch das Zusammenwirken zweier Faktoren als notwendig: einmal wegen der 
fatsache, dafs die experimentellen Ergebnisse nicht im Formalismus selbst ableit- 
yar sind. Dies allein wiirde jedoch nicht geniigen. Wegen ihres klassischen 
Sharakters kénnte man diese Experimente — als klassische Phinomene be- 
rachtet — noch im Rahmen der klassischen Logik beschreiben. Erst die Tat- 
ache, daf{ man diese Experimente als Aussagen iiber ein bestimmtes quanten- 
nechanisches Objekt auffaBt, sie also im Rahmen der statistischen Deutung der 
Quantentheorie interpretiert, erzwingt den Ubergang von der Logik zur Quanten- 
ogik. 

Dieser Bezug der Experimente auf ein physikalisches Objekt ist aber insofern 
invermeidlich, als erst durch ihn jene Situation geschaffen wird, die die Physik 
hrem Konzept nach immer herzustellen sich bemiiht: Die Beschreibung eines 
shysikalischen Objektes durch die an diesem Objekt gewonnenen experimentellen 
Resultate, die ihrerseits erst durch diesen Schritt eine sinnvolle Interpretation 
rhalten. 


ILI. Die formale Struktur von Logik und Quantenlogik 


III.1 Die Logik der kommensurablen Eigenschaften 


13 ist oft von Interesse, die in Kap. II untersuchten Logikkalkiile von einem 
rerbandstheoretischen Gesichtspunkt aus zu untersuchen, um die aus den ver- 
chiedenen Regeln sich ergebende algebraische Struktur besser charakterisieren 
a k6nnen. 

Yer durch (11.28) charakterisierte Kalkiil der effektiven Logik bildet beziiglich 
ler Relation —> eine Halbordnung (II.28, 1, 2), die zu je zwei Klementen Aund B 
vegen (11.28, 3, 4, 5) eine untere Grenze A ~ B besitzt (Halbverband) und wegen 
11.28, 6, 7,8) eine obere Grenze A \ B, so daB die untersuchte Struktur ein 
Terband ist. Wie stets in Verbanden gelten daher die zueinander dualen Be- 


iehungen 


(AAEB) VA ALC) = An (BY C), (III.1) 
AV(BAQ)={AV B)A(AV ©). (IIT.2) 


Vegen (11.28, 9, 10) ist der betrachtete Verband relativ-pseudokomplementar, 
u je zwei Elementen A und B existiert also ein Element B — A, das zu B relative 
-seudokomplement von A. Es existiert daher zunachst ein Kinzelelement 
72 A—A. Da relativ-pseudokomplementare Verbande weiterhin distributiv 


a 
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sind, gelten also auch die Umkehrungen von (11.32, 33). Auf den Beweis dieses 
Satzes soll hier nicht eingegangen werden. 

Die fiir (11.28, 11,12) wichtige Annahme, dafi eine A-Aussage existiert, be- 
deutet, daB der betreffende Verband ein Nullelement besitzt. Da der Verband 
weiter relativ-pseudokomplementar ist, existiert also insbesondere das Pseudo- 
komplement — A zu A, das wir oben als Negation bezeichnet haben. Die Be- 
ziehungen (II.28, 11, 12) gelten hier wie stets fiir Pseudokomplemente. 
Dariiber hinaus gilt hier aber auch noch (11.30), weshalb — A sogar ein Kom- 
plement ist. Da in distributiven Verbanden die Komplementbildung weiterhin 
eindeutig ist, ist — A also das einzige Komplement zu A. 

Wir haben daher einen relativ-pseudokomplementaren Verband mit 0- und 
1-Element, der auBerdem (IT.30) erfiillt, also einen komplementaren, distributiven 
Verband, oder auch eine Bootsche Algebra. Die Logik der kommensurablen. 
Eigenschaften ist daher vollkommen aquivalent zur klassischen oder fiktiven: 
Logik. 


IIl.2 Die effektive Quantenlogik 


Der durch (11.54, 1—11) charakterisierte Kalkiil der effektiven Quantenlogik ist 
wegen (11.32, 33) eine Halbordnung, in der es zu je zwei Elementen A und B 
wegen (II.37—39) eine untere Grenze A A B und wegen (II.41—43) eine obere 
Grenze (A .v B) gibt. Die Aussagen der effektiven Quantenlogik bilden daher' 
einen Verband. ) 
Da die Beziehung (II.46) jetzt nicht mehr allgemein gilt, wird es zu zwei vor- 
gegebenen Aussagen A und B ein relatives Pseudokomplement B— A nur in 
Ausnahmefallen geben. Dagegen kann ein Pseudokomplement — A fiir jede Aus- 
sage A angegeben werden, welches den Beziehungen (I1.51—53) geniigt. 

Die effektive Quantenlogik bildet daher einen pseudokomplementiren Verband 
mit Null- und Eins-Element. 

Es gelten daher wie stets in Verbanden die Satze: 


AONB oO} >(Av B)A(AV OC), (II1.3) 
(AN B)vV (AAC) SAA(BVO), (IIT.4) 


wobei (III.4) die zu (III.3) duale Aussage ist. Gelten nun auBerdem noch die 
Umkehrungen von (III.3, 4), also 


(Av B)A(AV C) =ANV (BAO), (I11.5) 
AA (By C) >AABY(AAO), (II1.6) 


so bezeichnet man den Verband als distributiv. Da (III.5, 6) wieder dual zu. 
einander sind, wird es im folgenden geniigen, jeweils nur einen dieser beider 
Satze zu diskutieren. Die Distributivgesetze (III.5, 6) gelten, wie weiter unter 
gezeigt wird, in der Quantenlogik nicht allgemein. 


Ks wird aber trotzdem méglich sein, einen Spezialfall anzugeben, in dem das 
Distributivgesetz auch noch weiterhin giiltig ist. 


Die Distributivitat eines Verbandes lat sich aus den beiden zusatzlichen Regelt 


AAA>BSsB (L117 
AAC=BSC5 AB (II1.8 
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beweisen. Da jedoch (ITI.8) jetzt nur unter der Voraussetzung gilt, daB A und 0 
<ommensurabel sind, so wird auch die Giiltigkeit der Distributivgesetze gewissen 
Hinschrénkungen unterworfen sein. Um dies zu sehen, mu man explizit zeigen, 
wie aus (IIT.7, 8) die Distributivitat folgt. Jedesmal wenn ({11.8) in dem Beweis 
bendtigt wird, wird man daher zusitzlich annehmen miussen, dai A und C kom- 
mensurabel sind. Durch Zusammenfassung all dieser zusitzlichen Bedingungen 
sewinnt man dann die Voraussetzungen, unter denen die Distributivitat gilt. 
Man erhalt so den folgenden Satz 1): Ist A mit B und A mit C kommensurabel, 
so gilt das Distributivgesetz. 


AA(BYOQ)-(AAB)V (AAO). 


11.3 Die vollstaéndige Quantenlogik — die Theorie von BrrKuorr 
und v. NEUMANN 


Um die vollstandige Logik kommensurabler bzw. inkommensurabler Aussagen 
herzuleiten, wurde in Kap. II die explizite Gestalt der untersuchten Aussagen 
n Betracht gezogen. Bei kommensurablen Aussagen zeigte sich dabei, daB die 
iber die effektive Logik hinausgehenden logischen Regeln auf Grund der Eigen- 
schaften von Projektionsoperatoren hergeleitet werden konnten. Bei inkom- 
mensurablen Aussagen versagte dieses einfache Hilfsmittel, jedoch lieBen sich 
auch hier noch den Aussagen abgeschlossene Linearmannigfaltigkeiten des 
HILBERT-Raums zuordnen, aus deren Algebra dann die Quantenlogik hergeleitet 
werden konnte. 

Dabei wurde gezeigt, daB die logisch-operative Relation — der Relation C 
zwischen abgeschlossenen Linearmannigfaltigkeiten entspricht, und da weiter- 
ain den logisch-operativ definierten Aussagen A A B und 4A ~ B eindeutig die 
Mengen M,1 Mz und M,vu Mz zugeordnet sind. Es besitzen deshalb alle 
sesetze des Verbandes der abgeschlossenen Linearmannigfaltigkeiten auch fiir 
Jen Verband allgemein inkommensurable Eigenschaften Giltigkeit, woraus sich 
lie Bedeutung dieses Verbandes fiir die vorligenden Untersuchungen erklart. 
Hine systematische Darstellung der Theorie der abgeschlossenen Linearmannig- 
altigkeiten des Hirpert-Raums unter Benutzung verbandstheoretischer Begriffe 
wurde 1936 von BrrKHOFF und v. NEUMANN [2] angegeben. Wir wollen hier nur 
lie wichtigsten Ergebnisse dieser Theorie darstellen und verweisen wegen aller 
Hinzelheiten auf die Originalarbeit. In bezug auf die Relation € bilden die Unter- 
adume M,, Mz, M¢ eine Halbordnung, das heibt 


MiG. MG, (IIL.9) 
M,€ Mz, Mz Se MoS UsoNMc (IIT.10) 
n bezug auf den Durchschnitt M, 1 My, der beiden Mengen einen Halbverband 
M,aMt,e My, (111.11) 
M,1Mz,C Mz, (III.12) 
Moc My, McG Mg> McG Min Me (I1I.13) 


) Auf den Beweis soll hier nicht eingegangen werden. Vgl. [8]. 
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und in bezug auf den von M, und Mz aufgespannten Teilraum M,vu Mz einen 
Verband 


M,C M,vu Mz, (111.14) 
Mzge Myu Ms, (111.15) 
M,<& Me, MzG Mo> Mv Mg Me. (111.16) 


Definiert man weiter die Komplementmenge — MV, durch den auf My, total- 
senkrechten Teilraum, also 


—M,=H— My, 
so gelten beziiglich dieser Komplementmenge — M, die Beziehungen 
M,v-—M,=4, (III.17) 
M,n—M,=0, (111.18) 


wobei 0 die leere Menge bedeutet. Die Untermengen bilden daher einen komple- 
mentaren Verband. Da durch die Abbildung 


M,z=—7M, 
weiter ein dualer Automorphismus mit der Periode 2 gestiftet wird, derart daB 
—=—M,=M, (EI1.195 


gilt, ist der Verband sogar orthokomplementar, d. h. daB durch — M, definierte. 
Komplement ist eindeutig festgelegt. 
Die Distributivitat 


(M, uv Mz) (My vu Mc) € My vy (Mp0 Mo) (III.20) 


1aBt sich fiir den Verband der Teilmengen nicht beweisen, sondern nur die: 
schwachere Bedingung der Modularitat. Das heiBt es gilt Satz: 
Ist eine der Bedingungen M,C Mz oder M,C Me erfiillt, so gilt 


(M, U M,) ial (M4 U Mc) ec Ma U (Mz ia) Mc); 
der Beweis ist einfach: Ist namlich |f) C (M4 u Mg) n (M4 vu Me) 
so If) M,vu Mz und |f)o Mau Me 
also 


lf) =|f2) +] fs) =| fa’) + | fe) 


Les 


wobei 


iS May is) Sas, lfc) < Me 
[fs) = |fa’) — |fa) + |fe) 
M,S& Me 


und weiter 
und wenn 


so 1st 


lfs) < Me 
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so 
lis) G Mon My 

ind daher 

If) S My v (Mg on Me) 
vie behauptet. 
fs muB jedoch bemerkt werden, dak dieser Beweis und damit dieser Satz nur 
ichtig ist, wenn man sich auf endlich viele Dimensionen des Hizpert-Raums 
veschrankt, wie leicht durch ein Gegenbeispiel gezeigt werden kann [2]. 


Ill.4 Besondere Eigenschaften der Quantenlogik 


a) Die Implikation 


Hin besonders bemerkenswerter Unterschied zwischen Logik und Quantenlogik ist 
wie oben gezeigt wurde, da sich in der Quantenlogik keine Implikation mehr 
lefinieren laBt. 

fiir kommensurable Eigenschaften konnte mit Hilfe der Bezichungen: 


AAA+>B+B (I1I.21) 
AAC+B>C+A-—B (111.22) 

ine Implikationsaussage 
I(A, B)=B—A (IIT.23) 


lefiniert werden, fiir die wegen (III.21) und (III.22) die Relationen 
A AI(A, B)>B, (TII.24) 
AAC+B>C—I(A, B) (III.25) 


relten. Im Sinne der Verbandstheorie ist J(A, B) da’ zu B relative Pseudo- 
complement von A, oder auch das grote Verbandselement C, welches die 
Beziehung A AC +B erfiillt. 

Aus (IIT.24) und (ILI.25) beweist man weiter, wenn man dort C zu V spezialisiert, 
vobei V, ,,Das Wahre“ durch V S X —X definiert werden kann, da8 


> 14. Bb) 2A 8B (111.26) 


lie Relation A -—> B gilt also genau dann, wenn J(A, B) eine wahre Aussage ist. 
Auf Grund der expliziten Gestalt der Aussagen, also im Rahmen der fiktiven 
wogik, 1iBt sich leicht eine Beziehung zwischen der Implikation und der Dis- 
unktion herleiten. Es ist némlich 


BaAAs-AVB (III.27) 
la 
Peog= i — Py PPPs] Poa Ps— PaaPe=Praye 
st. 
n der Quantenlogik ist (III.22) nicht mehr allgemeingiiltig, weshalb es auch 
icht mehr méglich ist, ein Implikationsaussage 1(A, B) zu definieren, welche 
[11.24) und (III.25) befriedigt. Im Sinne der Verbandstheorie heift das, daB ein 
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relatives Pseudokomplement hier im allgemeinen nicht existiert, oder das die- 
jenigen Verbandselemente C welche A A C — B_ befriedigen, keine a | 
Grenze besitzen. 

Trotzdem kann man, wie KUNSEMULLER gezeigt hat [/5], eine , Aussage K(A, B) 
definieren, welche zwar nicht mehr die Bedingungen (III.24) und (II1.25) aber die 
schwiichere Beziehung (III.26) befriedigt, und daher wohl mit Recht als eine 
verallgemeinerte Implikationsaussage betrachtet werden kann. | 
Wie namlich KunsEMULLER gezeigt hat, erfiillt die Aussage 


K(A, B)=— Av (A AB) (111.28; 


in einem modularen, ortokomplementaren Verband, das heifSt also, im Rahmen 
der vollstandigen Quantenlogik, die sich auf endlich viele Aussagen beschrankt — 
die Bedingung 
A>BSseV>AAV (ANB). (IIT.29) 


Man sieht weiter, daB K(A, B) in der Tat eine sinnvolle Verallgemeinerung der 
Implikationsaussage der klassichen Logik 


I(A, B)\=—A-AVB (II1.30) 
ist, da in distributiven Verbanden 
K(A,B)SAAvVB (111.31) 


gilt, d. h. die beiden Aussagen ineinander iibergehen. 


b) Negation und Komplement 


Die Eigenschaften A,B, C bilden, wie oben schon bemerkt, beziiglich der Rela- 
tionen ~ und v einen Verband. Weiterhin sahen wir, daB stets ein EKins-Element 
V sSA-—A sowie ein Null-Element existiert. 

Kin solcher Verband heibt weiter komplementar, wenn es zu jedem A ein A’ (das 
Komplement zu A) gibt, mit den Eigenschaften 


AAA eA VsoAvV A’ (LII.32) 


Wie in Kap. I1.4 an Hand der Negation gezeigt wurde, gibt es sicher ein Komple- 
ment A’, ndémlich A’ = —A. Daher ist der Verband der Aussagen komplementar. 
Es ist jedoch keineswegs klar, ob —A das einzige Komplement zu A ist, oder ob 
noch weitere Komplemente existieren. 

Die Eindeutigkeit der Komplementbildung wiirde aus der Distributivitat (IIT.5, 
6) folgen. Diese kann jedoch, wie oben gezeigt, nicht allgemein bewiesen werden. 
sondern nur die schwachere Bedingung der Modularitit, so da8 im allgemeinen 
mehrere Komplemente existieren werden. Die hier untersuchten Verbande weisen 
aber dariiber hinaus noch einige Besonderheiten auf, die es dennoch gestatten, 
ein eindeutiges Komplement zu definieren. 

Man hezeichnet einen modularen Verband als orthokomplementiir, wenn er einer 
dualen Automorphismus A —~ A’ gestattet, mit den Eigenschaften: 


(Ayn te (111.33 
AAAS VS Ane (111.34 
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Das durch einen solchen Automorphismus definierte Komplement, das Ortho- 
complement, ist dann eindeutig definiert. 

Die Untersuchungen in Kap. III.3 haben gezeigt, daB der Verband der in- 
commensurablen Aussagen zwar nicht mehr relativ-pseudokomplementiir ist, 
woraus die Distributivitat folgen wiirde), daB aber trotzdem zu jedem A ein 
Pseudokomplement — A existiert. Fiir dieses Pseudokomplement gelten aber iiber 
lie stets fiir Pseudokomplemente giiltige Relation A A —A-—=> A _hinaus, wie 
sereits bei der Diskussion der Negation gezeigt wurde, die Beziehungen I1.33, 34, 
venn man die explizite Gestalt der quantenlogischen Aussagen mit in Betracht 
“eht. Das besagt aber, da die Abbildung A —~(— A) ein Automorphismus im 
yben diskutierten Sinn darstellt. Das Pseudokomplement ist daher nicht nur ein 
Komplement, sondern wegen der Stabilitéat aller Aussagen sogar ein Ortho- 
complement. Die quantenlogischen Aussagen bilden daher einen orthokomplemen- 
aren, modularen Verband. Die als Pseudokomplement definierte Negation —A 
“ner Aussage A befriedigt (II1.33, 34) und ist daher ein Orthokomplement. 

Zu einer beliebigen Aussage A wird es daher im allgemeinen mehrere Aussagen 
4, A’,... geben, die den Beziehungen (III.34) geniigen, wenn die Projektions- 
yperatoren P, znd Py,’ nicht vertauschbar miteinander sind. Diese Aussagen 
4, A’... sind dann die Komplemente zu A. Fiir die eindeutig definierte Negation 
—A jedoch gilt auBer (II1.34) auch noch (II1.33). 

Das an der Theorie der inkommensurablen EHigenschaften Neuartige ist daher, 
laf man aus dem Vorliegen der Beziehung (III.34) im allgemeinen nicht schlieBen 
larf, daB A’ die Negation zu A sei, wie dies bei kommensurablen EHigenschaften 
stets gilt. 


IV. Uber einen quantenlogischen Modalkalkiil 


IV.1 Sprache und Metasprache 


Die Logik beliebiger, im allgemeinen nicht kommensurabler Eigenschaften eines 
hysikalischen Systems ist in Kap. II und III als eine Objektsprache entwickelt 
vorden. Es hat sich dabei herausgestellt, da man auf Grund der allgemein- 
riiltigen Regeln der Quantenlogik fiir ein vorgegebenes System (f/) und eine 
yeliebige Eigenschaft A im allgemeinen weder A noch —A beweisen kann. Da 
ndererseits die Eigenschaften A und —A sehr wohl in einem MefprozeB als 
rorliegend sich erweisen kénnen (allerdings dann nicht in dem Zustand _/)), liegt 
s nahe, diesen Sachverhalt mit Hilfe der Modalitaten zu interpretieren: Die 
igenschaften A und —A sind ,,méglich* in |f). ,,Notwendig’ wtirde man eine 
digenschaft A dagegen nennen, wenn man mit Sicherheit sagen kann, da ein 
MeBprozeB das Vorliegen von A ergibt. ; 

Zine solehe Ausdrucksweise wiirde am ehesten dem Sprachgebrauch innerhalb der 
hysik entsprechen (vgl. dazu auch v. WeIzsdcKer [/0]). Das liegt daran, dab 
lort die MeBergebnisse als Objekte behandelt werden, und jede physikalische 
nterpretation ein Sprechen iiber diese Objekte ist, das heiBt es wird gar nicht der 
<alkiil der Objekte betrachtet, sondern es wird ihre MeBbarkeit, ihre Moglichkeit 
ind ihre Unmoglichkeit diskutiert. In der Sprache der Logik heibt das, dab nicht 
lie Objektlogik und die in ihr giiltigen Regeln diskutiert werden, sondern das in 
iner Metasprache das Ableiten, das heift hier also die MeBbarkeit, selbst dis- 
utiert wird. Wir werden im folgenden zeigen, daB eine solche Metasprache sich 
ehr durchsichtig formulieren la8t, wenn man von den oben erwahnten Modalitaten 
n geeigneter Weise Gebrauch macht. 


7 
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Bevor wir mit der Formulierung einer solchen Metasprache beginnen, ist es aber 
niitzlich, sich zu vergegenwartigen, wie sich die Modalitaten in der operativen 
Logik der Kalkiile einfiihren lassen [6]. Wir gehen dazu von einem Kalkiil K aus, 
der durch die Zeichen +, A, \v, — erweitert werden moége. Die fiir die Frage- 
stellung der Modallogik besondere Situation liegt nur dann vor, wenn man tiber 
den Kalkiil K nicht alles weiB, sondern wenn nur eine endliche Klasse von Formeln 
aus K bekannt ist. Die Konjunktion W all dieser bekannten Formeln mége das 
,,Wissen‘ heiBen. Wir wollen eine Aussage A notwendig relativ zu dem Wissen W 
nennen, wenn A aus W ableitbar ist, und méglich (relativ za W), wenn —A nicht 
aus W ableitbar ist. Wir definieren also?) 


AwASW-A, (IV.1) 
VwASWK—A. (IV.2) 


Der Kalkiil der Metaregeln fiir Aw und Vy ist damit zuriickgefiihrt auf den 
Kalkiil der Metaaussagen A}|—B. In der Modallogik untersucht man nun die- 
jenigen Regeln dieses Metakalkiils, die unabhangig von der speziellen Wahl von 
K und W giiltig sind. Die Ableitbarkeit irgendwelcher Metaaussagen A |— B ist 
aber durch die effektive Logik der Kalkiile definiert. Das bedeutet, da man die: 
Regeln des Modalkalkiils gewinnt auf Grund der allgemeinen Einsicht, die man in. 
das Ableiten von Aussagen in Kalkiilen in der operativen Logik gewonnen hat.. 
Denn unabhangig davon, ob man K kennt oder nicht, und wie groB K im einzelnen. 
beschaffen ist, wei man doch, daB K ein Kalkiil ist, und somit die in der effektiven. 
Logik giiltigen Gesetze iiber die Ableitbarkeit von Aussagen auch fiir K giiltig: 
sind. 

Kine in vieler Hinsicht ahnliche Situation wie in der Modallogik liegt nun auch in. 
der Metalogik quantenmechanischer Aussagen vor. Eine bestimmte Higenschaft 
eines physikalischen Systems S wird allerdings nicht in einem Kalkiil abgeleitet, 
sondern an dem betreffenden System gemessen. Das uns jeweils maximal zur 
Verfiigung stehende Wissen W iiber das System S ist der Zustand |/), in dem sich 
S gerade befindet. Da es weiterhin nicht méglich ist, aus der Kenntnis von |f) 
den MeBwert einer beliebigen Observablen vorauszusagen, das Wissen W also 
niemals volistandig ist, hegt es nahe, auch hier von den Modalitaten Gebrauch zu 
machen: Hine Higenschaft A mége notwendig relativ zu W heiBen, wenn A mit 
Sicherheit bei einer Messung an |/) als zutreffend sich erweist, und méglich, wenn 
—A nicht mit Sicherheit fiir einen MeBprozeB vorausgesagt werden kann. Statt 
dessen wollen wir auch sagen, daB A aus W hergeleitet werden kann bzw. —A 
nicht aus W abgeleitet werden kann, um uns an den in der Quantenlogik ein- 
gefiihrten Sprachgebrauch anzulehnen. Wir definieren also: 


AwASWEA, (IV.3) 
VwASWEe—A. (IV .4) 
Die Modalitaten sind damit wiederum auf Metaaussagen A|— B zuriickgefiihrt. 


Als ,,quantenlogischen Modalkalkiil wollen wir jetzt den Metakalkiil all der 
Regeln bezeichnen, die unabhangig von der speziellen Wahl von W sind. 


1) Al B soll heiBen, daB8 B aus A ableitbar ist. 
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die Regeln iiber die Ableitbarkeit von Aussagen konnten in der klassischen Modal- 
ogik gewonnen werden auf Grund der Kenntnisse iiber das Ableiten in Kalkiilen, 
fier dagegen ist kein Kalkiil gegeben, sondern ein quantenmechanisches System, 
zw. ein Wissen W iiber dieses System. Die Ableitbarkeit der Metaaussagen 
{|—- B ist daher nicht mehr durch die effektive Logik der Kalkiile definiert, 
ondern durch die effektive Quantenlogik, bzw. die hier immer giiltige Erweiterung 
ur Quantenlogik. Die Quantenlogik spielt hier also fiir den quantenlogischen 
aes dieselbe Rolle, wie die Logik der Kalkiile fiir die klassische Modal- 
ogik. 

Jamit ist die Methode fiir den Aufbau eines quantenlogischen Modalkalkiils klar. 
\usgehend von den Definitionen (IV.3, 4) und den aus der Quantenlogik folgenden 
satzen iiber die Metaaussagen A }— B werden wir einen Kalkiil fiir Aj und Vy 
wufstellen. Durch diesen Kalkiil werden dann die Zeichen Aw und Vw charak- 
erisiert sein, so da8f wir nachtraglich wieder auf die Definitionen (IV.3, 4) ver- 
ichten k6nnen. 

m Anschluf8 an den Aufbau dieses Kalkiils sollen einige besondere Eigenschaften 
lieses Formalismus genauer diskutiert werden. Wahrend der klassische Modal- 
calikiil nur dann eine Bedeutung hat, wenn man zufallig den untersuchten Kalkiil 
icht geniigend kennt, ist der quantenlogische Modalkalkiil von viel grund- 
atzlicherer Bedeutung. Die Tatsache, da man niemals mehr iiber ein physi- 
alisches System wissen kann als seinen Zustand |f), und daf dieses Wissen 
mmer unvollstandig ist, hat zur Folge, da man auch hypothetisch nicht auf die 
Mlodalitaten verzichten kann. Wir werden diese Probleme an Hand der Begriffe 
ler Wirklichkeit, Objektivitat und Koexistenz weiter unten genauer diskutieren. 
Jierbei werden die wesentlichen Unterschiede zwischen dem klassichen und dem 
juantenlogischen Modalkalkiil sichtbar werden. . 

m Anschlu8 an friihere Untersuchungen [/8—23] ist noch die Frage von Inter- 
sse, inwiefern sich der quantenlogische Modalkalkiil als eine mehrwertige Logik 
uffassen laBt. Wir werden zeigen, dai sich zwar Wahrheitswerte definieren 
assen, in bezug auf welche der quantenlogische Modalkalkiil immer 3 Wahrheits- 
verte besitzt, wahrend man bei dem entsprechenden klassischen Problem 
venigstens im Prinzip die Anzahl der Wahrheitswerte auf 2 reduzieren kann. 
edoch geniigt dies nicht, um zu behaupten, dafi der quantenlogische Modal- 
alkiil eine dreiwertige Logik im konventionellen Sinne [75—20] ist. Wir werden 
ehen, da das auch nicht der Fall ist. 


IV.2 Der Aufbau des Modalkalkiils 


Vir gehen aus von einem physikalischen System S und dem Kalkiil der Aus- 
agen A, B, CO iiber dieses System, der durch die logischen Partikeln —, A, v, — 
rweitert sein mége. Uber das System S besitzen wir ein Wissen W, was maximal 
urch den Zustand |/) des Systems, bzw. durch den auf 'f) projizierenden Pro- 
‘ktionsoperator Py —|f)(f| gegeben ist. Im allgemeinen ist W die Kon- 
inktion aller iiber S bekannten Kigenschaften A;. Relativ zu W definieren wir 
ann die Modi A, (A ist notwendig relativ zu W) und Vy (A ist moglich 
slativ zu W) durch (IV.3, 4). Die Ableitbarkeit der Metaaussagen A |— B ist 
urch die effektive Quantenlogik definiert. Benutzen wir >, x, v, = als logische 
artikeln, 7\, und \/ als Quantoren im Metakalkiil und fiigen wir noch \/ (das 


x 
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Wahre) und /\ (das Falsche) hinzu, so gelten die Regeln: 
) AFv (IV.5) 
) AFB 
) AKA 
AL Ap ee 
5) An A>BEB 
) AFB, pr AFB SAL BAB, 
) A FBrA,+BGA,V A,B 
\iA = SBS ABs 
) \ At Biz) SALA B(z) 
Rae Be vate 
Bei (IV.9) kommt a nicht frei in A vor und bei (IV.10) nicht frei in B. 


Der Unterschied dieses quantenlogischen Metakalkiils zum klassischen Meta- 
kalkiil besteht darin, da die Formel 


AA BESO APB SO (IV.6) 


nur gilt, wenn A und B kommensurabel sind, und demgema8 auch die Umkehrung, 
von (IV.5(8)) nur in diesem Spezialfall giiltig ist. Die Negation einer Metaaussage 
{ definieren wir wieder durch Y= /\. Dann ist A }< B im (4) als Abkiirzung 
von = A} 8B aufzufassen. | 
Die Erweiterung der effektiven Quantenlogik zur Quantenlogik erfolgt hier durch 
Hinzunahme des tertium non datur sowohl in der Objektsprache 


WAN od (IV.7) 


als auch in der Metasprache 


Oe. (IV.8) 


Die Giiltigkeit von (IV.7) und (IV.8) la8t sich leicht unter Verwendung des 
Kalkiils der Projektionsoperator en beweisen. 

Betrachten wir jedoch zunachst den effektiven quantenlogischen Modalkalliil. 
der sich ohne Benutzung von (7, 8) ergibt. Es gelten dann die Regeln: 


(1) aia 
(2) ABR AyA=> AGB 
(3) AwdA x AwB=> Aw(A AB) (IV.9} 


) 
). AwV 
(5) VwAS Awa4 

) \ Aw A(x) Aw Ala) 
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(1) besagt, da W keine A-Aussage ist. (2) und (3) folgen direkt aus (IV.3, 4). 
(5) zeigt, daB V yw durch Ay definierbar ist. 

Der durch (IV.5) und (IV.9) gebildete Kalkiil moge als effektiver quanten- 
logischer Modalkalkiil bezeichnet werden. Die Modi Ay und Vw sind jetzt durch 
(IV.5, 9) charakterisiert. Ist ndimlich W eine endliche Konjunktion von Aussagen 
A; so gilt wegen (IV.9; 2—3) 


WEB xKAA(x)> AB. (IV.10) 


Betrachtet man nun in einem etwas verallgemeinerten Sinne die unendliche 
Konjunktion W aller Aussagen A, fiir welche ( A ableitbar ist, so gilt wegen 
(1V.10) 

ABS Wi B (IV.11) 
und weiter wegen (IV.9; 5) 


Yi-6Wi-— 8B (IV.12) 


wodurch jetzt die Definitionen (IV.3, 4) iiberfliissig werden. 

Wir wollen hier noch eingehen auf einige Beziehungen zwischen den Operatoren 
Aw und Vy und den durch Anwendung der Negation daraus entstehenden 
Operatoren. 

Die zunachst moglich 9 Operatoren aus (A : 


UNG Nes IN — 5 NV, Ny SANs 3A; (Nae (Naa 


und die 4 Operatoren aus \ : 


? Se v9 ei 


(fur V gibt es keine weiteren, da wegen [IV.9(5)] V=— = V und =SV = V 
gilt) lassen sich durch Anwendung des tertium non datur (IV.7, 8), welches hier 
stets gilt, auf die 4 Modi 


LSS Ses i 5 (IV.13) 


f= SA pb =f = A] 


reduzieren. Dadurch ist jetzt A durch VY definierbar geworden. Zwischen diesen 
4 Modi gelten weiterhin die Relationen 

AAS VA (IV.14) 
wegen 


AA & AAHA> A(AA-A)S AAS A 


nach (IV.9; 1, 3) und 
=VA> SAA. (IV.15) 


1V.3 Méglichkeit und Wirklichkeit 


Tn der klassischen Modallogik (LORENZEN [6], BECKER [76], Lewis-LAn FORD [1 7) 
ist es iiblich, noch den Fall zu betrachten, in dem die Modi sich sogar auf zwel 
reduzieren lassen. Wir wollen hierauf noch kurz eingehen, da sich an Hand dieser 
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Theorie die wesentlichen Unterschiede zwischen dem klassischen und dem quanten- 
logischen Modalkalkiil besonders deutlich zeigen werden. ; 
In der klassischen Modallogik untersucht man dazu ein Wissen W, (W) moge 
wieder die Konjunktion mehrerer Aussagen sein) mit W,)}<A und 


Wold wy Wole (LV.16) 


fiir alle Aussagen A. Ein solches Wissen, aus dem somit fiir jede Aussage A ent- 
weder A oder —A hergeleitet werden kann, wollen wir ein vollkommenes Wissen 
nennen. Hiiufig wird auch W, als ,,Wirklichkeit‘‘ bezeichnet im Gegensatz zu dem | 
nur bruchstiickhaften Wissen W, das wir von dieser Wirklichkeit haben. Beziiglich | 
W, fallen die Modi Aw, und Vy, zusammen, das heift es gilt. 


Aw,4 @ Vw, 4- (1V.17) 


Es ist daher angebracht, eine neue Bezeichnung einzufiihren. Wir definieren 
Ow A= Wot-A4 


und sagen, A sei ,,wirklich* relativ zu W5. 

Auf Grund der angegebenen Bedeutung der Wirklichkeit W, ist klar, daB ein 
beliebiges unvollsténdiges Wissen W mit W, in der Beziehung W,|-— W stehen 
mu. Daraus ergibt sich eine Beziehung zwischen den drei Modalitaéten, das_ 
sogenannte Modalgefalle : 


AwA> Ov, 42 VwA. (IV.18) 


Eine vollig andere Situation liegt nun in dem quantenlogischen Modalkalkiil vor. 
Das Maximum an Wissen, das man iiber ein vorgelegtes System S haben kann, ist 
immer der Zustand |f) dieses Systems. Ein solches Wissen W hat aber nie die 
Higenschaft, daB fiir alle Aussagen A 


We A Wea (IV.19) 


gilt, sondern dies ist nur fiir diejenigen A richtig, die mit W kommensurabel sind. 
Kine Higenschaft A, die (IV.19) gehorcht, wollen wir hier ,,objektiv‘‘ in bezug auf 
W nennen. Fiir objektive Aussagen gilt dann wieder, daB die relativen Modi Aw 
und \/ yw zusammenfallen, also: 


Aw4A @ VwA. (IV.20) 


Dagegen gilt hier eine etwas schwachere Aussage als (IV.19) auch fiir alle Aus- 
sagen. Ist W ein maximales Wissen, also Py = |f) (f) so gilt 


[Pyaeae= 0 Vv [hws Pal se 0 


und da weiterhin [Py, P4]=0 dquivalant ist za AwAy Aw—A so folgt 
wegen (LV.13) 


AwA yy Aw 4 vy (VwAAVwoA)- (IV.21) 
Ks liegt nahe, ([V.19) als ein tertium non datur relativ zu W zu bezeichnen, da 


(IV.19) aussagt, da bei Vorliegen von W entweder A oder —A ableitbar ist. 
Davon streng zu unterscheiden sind die immer, auch fiir beliebige Aussagen, 
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giiltigen Gesetze (IV.7, 8) die iiblicherweise als tertium non datur in der Objekt- 
bzw. Metasprache bezeichnet werden. 
Die ebenfalls fiir beliebige A giiltige Formel (IV.21) kénnte man in dieser Rede- 
weise als eine metasprachliche Formulierung des »quartum non datur* relativ zu 
W bezeichnen. Dann (IV.21) driickt aus, daB es fiir eine beliebige Eigenschaft A 
in der Quantenlogik héchstens drei Méglichkeiten gibt, da® namlich AwA, 
Aw —A oder VwA x Vw SA erfiillt ist. In diesem Sinne kann man sagen, daf} 
in der Quantenlogik das (relative) tertium non datur (1V.19) zwar nicht mehr 
allgemein gilt, daB dafiir aber das (relative) quartum non datur (LV.21) stets 
erfiillt ist. Dagegen gilt hier natiirlich weiterhin fiir alle Aussagen der (relative) 
Satz vom Widerspruch. (Wegen (IV.9; 1, 3)]. 


AwA x Awm4A> /. (IV.22) 


Ist fiir eine vorgegebene Aussage A nicht gerade AwA oder Aw—A beweisbar, 
sind also A und W inkommensurabel, so folgt aus (IV.21), daB dann 


VwaA x VwoHaA (IV.23) 


gilt. Dies ist der fiir die quantenlogische Situation am meisten charakteristische 
Fall. ([V.23) besagt namlich, da8 zwei im klassischen Sinne kontradiktorische 
Aussagen A und —A hier beide gleichzeitig méglich sind, wenn ein zu A in- 
kommensurables Wissen W vorliegt. Wir wollen dann sagen, daB die kontra- 
diktorischen Eigenschaften A und —A sich im Modus der ,,Koexistenz‘‘ relativ 
zu W befinden (vgl. dazu v. WerzsackErR [9]). Die Koexistenz ist also ebenso wie 
die Modi der Méglichkeit und der Notwendigkeit ein relativer Modus, so daB man 
scharfer vom Begriff der ,,relativen Koexistenz‘* sprechen sollte. Es ist jedoch auf 
Grund der Theorie des quantenmechanischen Mefprozesses klar, daf jedes 
Experiment am System S, das eine Entscheidung iiber die Eigenschaft A zum 
Ziele hat, die Koexistenz zerst6ren mu. Es wiirde sich dann entweder A oder 
— A ergeben, da durch den MeBprozeB der Zustand des Systems und damit auch 
das Wissen W in einer solchen Weise verandert wird, dafi das neue Wissen mit 4 
kommensurabel ist. 

Sind A und W jedoch kommensurabel, so ist A eine ,,objektive Eigenschaft des 
Systems im obigen Sinne. Es gilt dann fiir A die Beziehung (IV.19), woraus weiter 


VwA x VwH4SA ([V.24) 


folgt. (IV.24) besagt aber, daB die Koexistenz einer objektiven Eigenschaft A mit 
ihrem kontradiktorischen Gegenteil —A unmoglich ist. 

An Hand des in (IV.16) eingefiihrten Begriffes der Wirklichkeit kann man sich 
noch leicht klar machen, wie entscheidend sich die Hinzunahme der in dem 
quantenlogischen Modalkalkiil nicht mehr giiltigen Beziehung (IV.6) bemerkbar 
machen wiirde. Ist W ein Wissen und W, die Wirklichkeit, so gilt in der klassischen 
Modallogik, in der (IV.6) giiltig ist, der Satz [6]: 


VwAev Ow, VW x Ow, 4 (IV.25) 


Wo 


(IV.25) besagt, daB, wenn eine Aussage A beziiglich W moglich ist, es dann stets 
ein vollstandiges Wissen W, gibt, derart, daB sowohl W relativ zu W, wirklich ist, 
als auch A relativ zu W, wirklich ist. Dieser Satz, der wesentlich auf der Giiltigkeit 
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von (IV.6) beruht, gilt jedoch nicht mehr im quantenlogischen Modalkalkiil. Dem 
entspricht der physikalische Sachverhalt, daB die Kenntnis des Zustandes | f) des 
Systems S die jeweils maximal moégliche Information darstellt, die man itber S 
gewinnen kann, daf aber andererseits dieses Wissen nie ein vollstandiges Wissen 
im Sinne von (IV.16) ist. Eine Wirklichkeit W, wie sie fiir alle klassischen Modal-_ 
kalkiile konstruiert werden kann, existiert also in der Quantenlogik nicht. Za 
jedem Wissen W gibt es Aussagen A, die nicht objektiv in bezug auf W sind, die 
also nach dem oben Gesagten mit ihrem kontradiktorischen Gegenteil —A im 
Modus der relativen Koexistenz sich befinden kénnen. 


IV.4 Beziehungen zur mehrwertigen Logik 


Wir wollen hier noch kurz darauf eingehen, inwiefern sich der dargestellte Modal- 
kalkiil als eine mehrwertige Logik im Sinne von Lukasiewicz, TARSKT u. a. auf- 
fassen laBt [18, 19, 20]. (Vgl. dazu auch [2/, 22, 23.]) ) 
Das in (IV.21) formulierte ,,quartum non datur“ 

AwA vy Aw74 v (Vw4 x Vw A) (IV.26) 


legt den Gedanken nahe, die folgenden drei Wahrheitswerte einzufiihren : 


ib agbie Ay Al A ist ,,wahr, 
11, fir VA x V—A_ A ist ,,unbestimmt” (LV .27) 
0 fir A—A A iste. talsch: = 


Man konnte daher in einem zunachst noch nicht naéher prazisierten Sinne den dar- 
gestellten Modalkalkiil als eine dreiwertige Logik bezeichnen, in der neben den aus 
der zweiwertigen Logik bekannten Wahrheitswerten 0 und 1 noch der Wert 1/, 
vorkommt. Zunachst ist klar, daB ([V.27) eine Hinteilung der Aussagen A in drei 
disjunkte Klassen liefert, denn es gilt wegen (IV.13) und (IV.22): 


AwA x Aw—A> i (IV.28) 
AwA x(VwA x Vw 4)S A: (IV.29) 
AwaA x(VwA x Vw=A)=> fA. (IV.30) 


Dagegen wird durch die Hinteilung (IV.27) nicht bewirkt, da der quanten- 
logische Modalkalkiil als ein eigentliches Wahrheitswertsystem (im Sinne von 
O. Brucker [/6]) interpretiert werden kann, in dem jede Aussage C, die mit Hilfe 
von “~, vv und — aus den Aussagen A und B zusammengesetzt ist, genau einer der 
drei Wahrheitswerte zugeordnet werden kann, der durch die Wahrheitswerte von 
A und B eindeutig festgelegt ist.1) (Vgl. dazu [20].) Das ist jedoch bereits fiir den 
statistisch begriindeten Modalkalkiil $2 red [16] sowie fiir den nur unwesentlich 
davon verschiedenen klassisch-operativ begriindeten Modalkalkiil [6] nicht der 
Fall. Stellt man namlich die Wahrheitswertmatrizen (IV.31) fiir A und v auf, 


*) Dies ist z. B. bei dem Lukastnwicz-Tarski-Kalkiil [78, 19] der Fall, fiir den jedoch bisher 
keine befriedigende Interpretation bekannt ist. 


Quantenlogik 143 


So zeigt sich [16], da es nicht méglich ist, auf Grund der genannten Kalkiile den 
Wahrheitswert der zu (4/5, 4/,) gehorigen Mittelfelder eindeutig festzulegen. 


A (0) os 1 WS 0 is 1 
0 0) 0) 0 i) 0 ats 1 
1/, 0 [0, 2/5] 1/, Jy | Yp PJs, 1] rl (LV.31) 
1 10) aie 1 1 1 1 1 


[0, #/2] soll dabei z. B. heiBen, da& der Wahrheitswert sowohl 0 als auch 1/, sein 
kann. 

Im quantenlogischen Modalkalkiil, in dem im Gegensatz zu dem klassisch- 
operativen Modalkalkiil die Regel 


ARBs ABS 
nicht mehr allgemein gilt, lassen sich auch die zu (4/,, 1), (1, 1/5) bzw. (/,, 0): 


(0, 7/,) gehérigen Wahrheitswerte in den Matrizen fiir ~ bzw. \ nicht mehr 
eindeutig bestimmen. An Stelle von (IV.31) erhalt man hier die folgenden Matrizen: 


“Nn 0 ai 1 we 0 1/, 1 

ae ete! OMe Omani tee st 

/, 0 [0, 2/2] [0, 2/0] NEWS ch hot Ey ies b| tae (IV .32) 
Otley) 1 Plies (eta 


Die Unbestimmtheiten der (1, 1/,) bzw. (1/5, 0)-Felder in der Matrix fiir ~ bzw. v 
kann man sich leicht an Beispielen in einem dreidimensionalen Zustandsraum 
klarmachen. (Vgl. Bild 1 und 2.)*) 

In Bild 1 ist namlich beziiglich |f): AA, VB x VB sowie A 4(A “A B) und 
Beziiglich |f’): AA, VB x VB sowie V(AAB) x, VA(ANBSB). Weiter 
ist in Bild 1 beziiglich |g): AA, VB x  —B sowie A(A \ B) wahrend in 
Bild 2 beziiglich |f) gilt: A—A, VB x V—B sowie V (A Vv B) x V—-(A \ B) 
Dagegen kann der dritte Wahrheitswert — also in der A-Matrix der Wert 1 in 
(1, 1/,) und in der \-Matrix der Wert 0 in (1/,,0) — auf Grund des quanten- 
logischen Modalkalkiils nicht vorkommen. Auf den Beweis sowie auf die einfachen 
Beweise fiir die Wahrheitswerte der iibrigen Elemente der A und \-Matrizen 
wollen wir nicht weiter eingehen. . 

Der quantenlogische Modalkalkiil ist daher noch weniger als der klassische Modal- 
kalkiil als eine dreiwertige Logik im Sinne von LuKAstmwicz anzusprechen, 
Hichstens in bezug auf die Moglichkeit, drei disjunkte Klassen ([V.27) einzu- 
fiihren, die die Bedingung (IV.26) erfiillen, konnte man in einem verallgemeinerten 
Sinne von einer dreiwertigen Theorie sprechen. 


) M, bzw. Mz sollen die zu A bzw. B gehorigen abgeschlossenen Linearmannigfaltigkeiten 
yedeuten, auf die die Operatoren P4 baw. Pg projizieren. 
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Wahrend so weder der klassische noch der quantenlogische Modalkalkiil ein 
eigentliches dreiwertiges Wahrheitswertsystem darstellt, unterscheiden sich von 
einem prinzipiellen Gesichtspunkt beide Kalkiile sehr wesentlich. Zu jedem klas- 
sischen Kalkiil kann man wegen (IV.25) ein vollstandiges Wissen W, konstruieren, 


derart, daB wegen (IV.16) fiir jede Aussage A relativ zu Wo entweder A oder 44 _ 


gilt. Damit aber verschwindet die Dreiwertigkeit im Sinne von (IV.27). Die Mehr- 


wertigkeit der klassischen Modalkalkiils wird also nur durch eine zufallige Unvoll- | 


stiindigkeit des zugrunde gelegten Wissens vorgetauscht, die sich wenigstens 
prinzipiell stets dadurch beseitigen 1a8t, da man alle Aussagen auf ein voll-_ 


stiindiges Wissen im Sinne von (IV.16) bezieht. 


Bild 1 Bild 2 


Demgegeniiber ist im quantenlogischen Modalkalkiil die verallgemeinerte Mehr- 


wertigkeit (IV.27) eine wesentliche Eigenschaft, denn hier ist es grundsdtzlich 


niemals méglich, ein so vollstandiges Wissen W, einzufiihren, da alle Aussagen A 
objektiv in bezug auf W, sind. Im quantenlogischen Modalkalkiil ist daher im 
Gegensatz zu den klassischen Modalkalkiilen sowohl die Verwendung der Modi 
,moglich*S und ,,notwendig* als auch die verallgemeinerte Mehrwertigkeit im 
Sinne von (IV.27) prinzipiell unvermeidlich. 


Anhang: Kalkiile und Logik 


Ks soll hier kurz die Frage besprochen werden, in welchem Sinne sich die Anwen- 
dung der klassischen Logik auf Aussagen eines Kalkiils rechtfertigen ]aBt.+) 

Unter einem Kalkiil K verstehen wir dabei ein System von Regeln R,... Ry fiir 
Konstruktion von Figuren, die wir in der Form a-—>b bzw. a, b—c schreiben, 
und einige Anfangsfiguren A, ... Ag. ,,a > b* soll besagen, daB, wenn die 
Figur a aus den Figuren 4,... Ax mit Hilfe der Regeln R,...Ry her- 
gestellt ist, dann auch 6 hergestellt werden kann. ,,a, b — c‘‘ soll bedeuten, daB, 
wenn die Figuren a und 6 schon hergestellt sind, dann c herzustellen ist. Die ver- 
schiedenen Schritte, die zur Konstruktion einer bestimmten Figur a erforderlich 
sind, wollen wir uns im folgenden stets in der Form eines aus mehreren Zeilen 
bestehenden Schemas aufgeschrieben denken, wobei in jeder Zeile nur genau ein 


1) Eine ausfiihrliche Darstellung dieses Problems findet sich bei LoRENzEN [6]. 
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chritt aufgezeichnet sein soll. Ein solches Schema, dessen letzte Zeile aus der zu 
onstruierenden Figur a besteht, wollen wir eine Ableitung « und a deren End- 
ussage @ = e(x) nennen.?) 

‘tir die folgenden Untersuchungen ist die Frage von Bedeutung: ob eine beliebige 
vegel R, die nicht unter den KalkiilregeIn R,... Ry vorkommt, auch angewandt 
verden darf. Damit ist gemeint, da man mit Hilfe dieser Regel R keine Aussage 
bleiten kann, die man nicht auch schon vorher ohne diese Regel R, also allein mit 
len Kalkiilregeln R,...Ry ableiten konnte. Formal heift das, da& man jede 
\bleitung, die von der Regel R Gebrauch macht, unter Beibehaltung der End- 
ussage durch eine andere Ableitung ersetzen kann, in der R nicht vorkommt. 
{an bezeichnet dann eine solche Regel als zulassig in K oder als eliminierbar. Wie 
lie Kliminierbarkeit im einzelnen nachgewiesen werden kann, soll hier nicht 
intersucht werden. Die verschiedenen Verfahren, mit denen dies moglich ist, 
verden in der sogenannten Protologik behandelt [6]. Es ist wichtig, im Auge zu 
ehalten, da alle in der Protologik diskutierten Eliminationsverfahren von der 
Jorstellung ausgehen, daB es sich dabei um eine materielle Konstruktion von 
‘iguren (z. B. aus Steinchen) handelt, deren Herstellung keinen anderen als den 
lurch die Regeln des Kalkiils festgelegten Einschrénkungen unterworfen ist. 
\uBer den Kalkiilen kann man noch ,,Metakalkiile untersuchen, deren Aussagen 
lie Regeln der oben besprochenen Kalkiile sind. Als ,,Metaregel‘‘ bezeichnet man 
laher eine Regel iiber Regeln z. B. a +b ++ c—+d.?) Der einfache Pfeil ist hier 
ine bedeutungsfreie Figur, wahrend ,,+>“ jetzt genau die Bedeutung hat, die 
>‘ in Kalkiilen hatte. Diese Metaregel besagt also: Ist die Regel (a — b) zu- 
assig in einem Kalkiil K, so ist auch die Regel (c +d) zulassig. Entsprechend 
eiBt eine Metaregel zulassig, wenn sie angewandt auf zulassige Regeln von K 
tets wieder zulassige Regeln liefert. Ebenso kann man fortschreitend ,,Meta- 
netalkalkiile’ usw. untersuchen. Als gemeinsamen Namen fiir Aussagen, Regeln 
isw. gebrauchen wir jetzt auch den Terminus Aussagen und verwenden A, B, C 
ls Variable fiir Aussagen. 

jur Vereinfachung des Ableitens in Kalkiilen fiihrt man noch einige weitere 
iguren durch sogenannte relativ zulassige Regeln ein. Ein Beispiel ist die Regel 
?, durch die das Zeichen A (und), die Konjunktion, eingefiihrt wird: 


(FR) A,B->A ER UB te 


Jiese Regel ist sicher nicht zuldssig, denn A “A B ist jetzt unter Umstanden 
bleitbar, wahrend dies vorher bestimmt nicht der Fall war, wenn man annimmt, 
aB A kein Zeichen des Kalkiils ist. Dagegen ist (2) relativ zulassig. Damit ist 
emeint, da in jeder Ableitung, in deren Endaussage das Zeichen A nicht vor- 
ommt, die Regel R, eliminiert werden kann. 
‘benso lat sich die Disjunktion \v (oder) durch die beiden, relativ zulassigen 
vegeln 

A->AvB, 
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} a at ¢ a > ‘5 nb 
In Anlehnung an den iiblichen Sprachgebrauch wollen wir auch sonst an Stelle von ,,Figur 


n Terminus ,,Aussage’* verwenden. : vaste 
Haufig schreibt man statt der Punkte iiber dem Pfeil auch einfach Klammern im tiblichen 


nne, also im obigen Beispiel: (a — b) — (¢ > d). 
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einfiihren. Ersichtlich wird durch die Verwendung der so eingefiihrten Zeichen 
A und \/ nichts Neues gewonnen; jedoch laBt sich die unten diskutierte Logik 
mit Hilfe von A und \ etwas durchsichtiger formulieren. 

Wihrend die Begriffe ,,und“ und ,,oder“ sich durch relativ zulassige Regeln in die 
Kalkiile einfiihren lassen, wird die Negation —A (nicht A) einer Aussage A, auf 
deren ausfiihrliche Diskussion wir hier nicht eingehen kénnen [6, 12], durch eine 
Definition eingefiihrt. Wir wollen hier von der in der Formalisierung der intuitio- 
nistischen Logik verwendeten Negation ausgehen, die —.A durch ,,A impliziert 
einen Widerspruch“ definiert, also 


schreibt, wobei unter A (,,das Falsche“‘) eine Aussage gemeint ist, fiir die samtliche 
Regeln A + A (fiir beliebiges A) zulassig sind. Analog dazu verwenden wir auch 
noch die Aussage V (,,das Wahre‘‘), fiir die alle Regeln A — V zulassig sind. 
Nachdem wir so die Kalkiile durch die Zeichen A, \v, — erweitert haben, wollen 
wir fragen, ob es Regeln, Metaregeln usw. gibt, die in jedem Kalkiil zulassig sind, 
und die wir daher als allgemein zuladssig bezeichnen wollen. Ohne auf die Beweise 
einzugehen, sei hier vermerkt, daB sich die folgenden Regeln zu Ableitung von 
allgemein zulassigen Aussagen aufstellen lassen [6): 


(1) AA 
(2) A>B, B>CSA—C 

(3) AA Bw+A 

(4) AAB+B 

(5) C+>A,C>BSC-+AAB 
(6) A>AVB 

(7) BsAVB 

(8) A+C, B=CSAVBS0C 
(9) AAAS>B?>B 

(10) AAC+SBSCs+A=+B 
(il) AA—A—A 

(12) AACSYUS Caen 


Wahrend ,,—>‘‘ Bestandteil der Aussagen ist, haben wir hier ,,=>“‘ zur Mitteilung’ 
der Regeln (1-12) verwendet. X = Y soll heiBen: Ist X ableitbar, so auch Yi 
Das Komma zwischen zwei Aussagen bzw. Regeln (A; B) bedeutet hier wieder, 
daf sowohl A als auch B abgeleitet ist. | 
Die in (1—12) aufgefiihrten Regeln bezeichnet man als operative oder effektive' 
Logik. Die Regeln der Logik sind also dadurch gekennzeichnet, daB man mit! 
ihrer Hilfe keine Aussage, Regeln usw. herleiten kann, die nicht auch schon ohne'} 
Verwendung der logischen Regeln abgeleitet werden konnte, Damit ist aber die: 
Anwendung der logischen Regeln (1 —12) in jedem Kalkiil gerechtfertigt. | 

' 
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